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D'ALGEBRE. 

SECONDE  PARTIE. 

DE  l’analyse  INDÉTERMINÉE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  résolution  des  Equations  du  premier 
■ degré  , qui  ren ferment  plus  d'une  inconnue . 

ï. 

O,  a vu  , dans  la  première  Partie , 
comment  une  quantité  inconnue  fe  déter- 
mine par  une  feule  équation , & com- 
ment on  peut  déterminer  deux  inconnues 
moyennant  deux  équations , trois  inconnues 
Tome  IL  A 
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moyennant  trois  équations  , & ainfi  de 
fuite  j en  forte  qu’il  faut  toujours  autant 
d’équations  qu’il  y a d’inconnues  à déter- 
miner , du  moins  quand  la  queftion  elle- 
même  eft  déterminée. 

Lors  donc  que  la  queftion  ne  fournit  pas 
autant  d’équations  qu’on  eft  obligé  d’ad- 
mettre d’inconnues , il  y en  a de  celles-ci 
qui  relient  indéterminées , & qui  dépendent 
de  notre  volonté  j &:  cela  fait  qu’on  nomme 
. ces  fortes  de  queliions  des  problèmes  indé- 
terminés. Ils  font  le  fujet  d’une  branche 
-particulière  de  l’analyfe , & on  appelle  cette 
partie  Yanalyfe  indéterminée . 

- 2 

"V  * 

• Comme  dans  ces  cas  on  peut  prendre 
pour  une , ou  pour  plufieurs  inconnues , 
tels  nombres  qu’on  veut,  ils  admettent aulîi 
, plufieurs  folutions. 

Cependant , comme  d’un  autre  côté  on 
ajoute  ordinairement  la  condition  que  les 
nombres  cherchés  doivent  être  des  nom- 
; bres  entiers  & même  politifs , ou  du  moins 


' Digitized  by  Google 


d’ A L G E B R El  f 

Icîes  nombres  rationnels , le  nombre  de 
toutes  les  Solutions  polfibles  de  ces  ques- 
tions Te  trouve  fort  borné  par-là  ; de  forte 
que  Souvent  il  n’y  en  a que  très-peu  de 
poïïibles  ; que  d’autres  fois  il  y en  a une 
infinité  , mais  qui  ne.  fe  préfentent  pas  à 
l’efprit  facilement  ; que  quelquefois  enfin 
il  n’y  en  a aucune  de  poflible.  Il  arrive  par-là 
que  cette  partie  de  l’analyfe  demande  fou- 
vent  des  artifices  tout-à-fait  particuliers  , 
& qu’elle  Sert  beaucoup  à aiguifer  l’eiprit 
des  Commençans , & à leur  donner  de 
l’adreffe  dans  le  calcul. 

3*  ; 

Nous  commencerons  par  une  des  ques- 
tions les  plus  faciles  , en  cherchant  deux 
nombres  dont  la  fomme  fafle  io.  11  fera 
fuperflu  d’ajouter  que  ces  nombres  doivent 
être  entiers  & pofitifs. 

Indiquons-les  par  x & y ; en  forte  qu’il 
faut  que  x-f->y=ï0»  on  trouve  10 
. — v , o ii  y n’eft  déterminé  qu’en  tant  que 
cette  lettre  lignifie  un  nombre  entier  & 
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pofitif.  On  pourroit , par  conféquent  loi 
fubftituer  tous  les  nombres  entiers  depuis 
i jufqu’à  l’infini  ; mais  remarquons  que  x 
doit  pareillement  être  un  nombre  pofitif, 
&:  il  s’enfuit  que  y ne  peut  être  pris  plus 
grand  que  io,  puifqu’autrement  x devien- 
droit  négatif  -,  & fi  on  rejette  aufli  la  va- 
leur de  x— o , on  ne  peut  même  faire  y 
plus  grand  que  9.  Ainfi  ce  ne  font  que  les 
folutions  fuivantes  qui  ont  lieu. 

-Si y=i,  1,  3»  4,  5,  6,  7,  8,  9, 
on  a x=9,  8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 1 , 1. 

Or  les  quatre  dernieres  de  ces  neuf  fo- 
lutions  étant  les  mêmes  que  les  quatre  pre- 
mières , il  eft  clair  que  la  queftion  n’admet 
au  fond  que  cinq  folutions  différentes. 

Que  fi  l’on  demandoit  trois  nombres 
dont  la  fomme  fût  10,  on  n’auroit  qu’à 
partager  en  deux  parties  l’un  des  nombres 
que  nous  venons  de  trouver , & on  obtien- 
drait de  cette  maniéré  un  plus  grand  nombre 
de  folutions. 
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Comme  nous  n’appercevons  là  aucune 
difficulté , nous  paflerons  à des  queftions 
un  peu  moins  faciles. 

Quejlion  première.  Il  s’agit  de  partager 
25  en  deux  parties , dont  l’une  foit  divi- 
sible par  2 , & dont  l’autre  foit  divifible 
par  3. 

Soit  l’une  des  parties  cherchées  = 2 r , 
& l’autre  =37,  il  faudra  que  2x-j-^y 
= M » & par  conféquent  que  2 x = 2 5 
— }y.  Si  l’on  divife  par  2 , on  a x=^Z  j 
d’où  nous  concluons  en  premier  lieu  que 
3 y doit  être  moindre  que  25  , & par 
conféquent  y plus  petit  que  8.  Qu’on  tire  de 
cette  valeur  de  x autant  d’entiers  qu’il  eft 
poflible,  c’eft-à-dire  qu’on  divife  par  le 
dénominateur  2 , on  aura  x — 1 2 — y -{-  —■  ; 
d’où  il  fuit  que  1 — y , ou  bien  y — 1 , doit 
être  divifible  par  2.  Ainfi  nous  ferons  y 
t — & nous  aurons  ^c=2{-f-i  , de 
forte  que  x=.  1 2 — 2^ — 1 — 1 1 — 3 Or 
puifquejy  ne  fauroit  être  plus  grand  que  8 , 
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l’on  ne  peut  non  plus  prendre  pour  £ des 
nombres  qui  rendroient'  plus  grands 

que  8.  Par  conféquent  il  faut  que  { foit  plus 
petit  que  4 , c’eft-à-dire  que  { pe  peut  être 
pris  plus  grand  que  3 , & de  là  réfultent 
les  folutions  qui  fuivent  : 

' ~3  , 

y— 7, 

JT—  2m 

Donc  les  deux  parties  de  2 5 qu’on  cher- 
choit , font  : 

I-)  *H"3  > M.)  16+9  , III.)  1 o-j—  1 5 , 
IV.  ) 4 -}-  2 1 . 


Si  on  fait  { = 0 

{=* 

on  a y =■  1 

y— 3 

& x =1 1 

a-=8 

x=) 

5* 

Quejlion  fécondé.  Partager  100  en  deux 
parties , telles  que  l’une  foit  divifible  par 
7 , & l’autre  par  1 1. 

Soit  donc  yx  la  première  partie  & 1 1 y 
• la  fécondé,  il  faudra  que  7x4-11^=100;  & 
par  conféquent  que  x— — ■ ■■■-- — t,3+2 , 
ou  que  x=i4 — y- [-— ■»  donc  il  faut 
iquc  2 — jy  i ou  +y—  2 , foit  divifible  par  7. 
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Or  fi  l’on  peut  divifer  4 y — z pat  7,  on 
pourra  auffi  divifer  par  7 fa  moitié  zy  — i -, 
qu’on  fafle  donc  zy  — 1 =7{>  ou  7£ 
*-j-i  ,on  aura*=i4 — y — *{•  Maispuif- 
que  2y=7{4“ 1 , on  aura^ 

= 3{-|-^7-1  i & il  faudra  faire  {-}-  ï = zu, 
ou  ç=  zu  — 1 ; cette  fuppofition  donne  y 
— > & par  conféquent  on  peut  pren- 
dre pour  u tout  nombre  entier  qui  ne  rend 
pas  x ou  y négatifs.  Or  comme  y devient 
=7 u — 3 & x — 19^—1  \u , la  première  de 
ces  formules  indique  que  ’ju  doit  furpaffer 
3 ; & fuivant  la  fécondé  ,11  u doit  être 
moindre  que  1 9 , jeu  u moindre  que  ^ -, 
ainfiune  peut  pas  même  être  = z ; &puif- 
qu’il  eft  impojfible  que  ce  nombre  foit  o,  il 
faut  néceflairement  que  u = 1 : c’efi  la  feule 
valeur  que  ceft^  lettre  puifîe  avoir.  H 
réfulte  de  là  que  x = 8 , & y=  4 , & quç 
les  deux  parties  de  100  qu’on  cherchoit, 
foqt  I.)  5 6 , & II.)  44. 

-ji  i»  a*?-  ( /.  V. 

ïiûl  oii  uM'ii. 

% 
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6. 

QueJIlon  troifleme.  Partager  100  en  deux 
parties,  telles  qu’en  divifant  la  première 
par  ç , il  refte  i & qu’en  divifant  la 
fécondé  par  7 , il  refte  4. 

Puifque  la  première  parrie , divifée  par  5 , 
laifle  le  réfïdu  l , nous  fuppolèrons  qu’elle 
foit  = 5 x 2 f & par  une  raifon  femblable 
nous  ferons  la  fécondé  partie  =jy-\-  4. 
Mous  avons  par  conféquent 

6 100,  ou  94— 77=90+4— 57 

— 27  ; d’où  nous  tirons  x=  1 8 — 7 — 

Il  s’enfuit  de  là  que  4 — *7,  ou  27 — 4, 
ou  bien  la  moitié  7 — %,  doit  être  divifible 
par  5.  Faifons,  par  cette  confidération , 

7 — 2 , ou  y=  5 ^ -j-A  1 nous  aurons 

X~=  16-r—y^  ; d’où  nous  concluons  que  7{ 
doit  être  plus  pent  que  f<f , & f plus  petit 
que  y,  c’eft-;-dire  que  ^ ne  peut  furpaf 
fer  2.  La  queftion  propofée  admet  par  con- 
féquent trois  folutipns  » 

1.  { = 0 donne  x~i$  üyssra,  A' où, 
réfultenr  les  deux  parti*!  do  1 00  qti/on  . 
cherchait , 8^.  — j—  1 
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H.  i donne  x = ç>  tky=j  , & les 
deux  parties  en  queftion  font  47  — j—  5 3. 

111.  1=  1 donne  x = i & y — 1 2 , & 
on  a les  deux  parties  ii-j-88. 

7- 

Queftion  quatrième.  Deux  Payfannes  ont 
enfemble  100  œufs*  l’une  dit  à l’autre: 
Quand  je  compte  mes  œufs  par  huitaines  , 
il  y a un  furplus  -de  y.  La  fécondé  répond: 
Si  je  compte  les  miens  par  dizaines  , je  trouve 
le  même  furplus  de  y.  On  demande  com- 
bien chacune  avoit  d’œufs  ? 

Comme  le  nombre  des  œufs  de  la  pre- 
mière Payfanne , divifé  par  8 , lailfe  le 
réfidu  7 j & que  le  nombre  des  œufs  de  la 
fécondé,  divifé  par  10,  donne  le  même 
réfidu  7 , on  exprimera  le  premier  nom- 
bre par  8 jr  — ^-7 , & le  fécond  par  ioy-\-y  ; 
de  cette  façon  8jc— J— 1 oy-\-i  4=  100  , ou 
8jc  = 86 — loy  ,ou  4^=4} — 5^=40— 

— 4/ — y.  Par  conféquent  fi  l’on  fait/ — 3 
= 4{,  de  forte  que  / = 4^-|"3  > on  aura 
x-xz  10 — — 3 — {=7 — > d’où  il  fuit 
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que  doit  être  plus  petit  que  7 , & ^ plus 
petit  que  2 , c’eft-à-dire  qu’on  n’aura  que 
les  deux  folutions  fuivantes. 

I. )  {=0  donne  xr=7,&jy  = 3 ; ainfila 
•première  Payfanne  avoit  6 3 œufs,  & la 
féconde  en  avoit  37. 

II. )  { — 1 donne  x=i , & y— 7 ; donc 
la  première  Payfanne  avoit  13  œufs , & 
la  fécondé  en  avoit  77. 

• 8. 

QueJUon  cinquième.  Une  troupe  d’hom- 
mes & de  femmes  a dépenfé  dans  une 
auberge  1 000  fous.  Les  hommes  ont  payé 
19  fous  chacun,  & les  femmes  13.  Com- 
bien y avoit-il  d’hommes  & de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  =x  , & 
celui  des  femmes  —y , on  aura  l’équation 
içx-j- 1 3J  = 1000.  Donc  13^—1000 
— I9x=988-|-i2 — 13X  — 6x,  &Ly=-q6 
d’où  ^ lùit  Slue  12  — 6 x , ou 
6x — 12 , ou  auffi  x — 2 , la  fixieme  partie 
de  ce  nombre,  doit  être  divifible  par  13. 
Qu’on  faffe  donc  x — 2 = 13^,  on  aura  x 


Digitized  by  Goôgfc 


I x 


/7*  Algèbre, 

= i3î-f2,&y=76—  iî{—  i—  ^,ou 
y— 74 — 19^,-  ce  qui  fait  voir  que  { doit 
être  moindre  que-,  6c  par  conféquent 
moindre  que  4 -,  de  forte  que  les  quatre 
folutions  fuivantcs  peuvent  avoir  lieu. 

I. )  ^=0  donne  x = 2 & ^'=74.  Dans 
ce  cas  il  y avoit  deux  hommes  & foixante 
& quatorze  femmes  ; ceux-là  ont  payé  38 
fous  , & celles-ci  961  fous. 

II. )  1=  1 donne  le  nombre  des  hommes 
x—  1 5 , & celui  des  femmes  j'=  5 5 ; ceux- 
là  ont  dépenfé  285  fous  , & celles-ci  715 
fous. 

III. )  {=2  donne  le  nombre  des  hom- 
mes a'=  z3  , & celui  des  femmcsj>'  = 36  ; 
donc  ceux-là  ont  dépenfé  532  fous  , & 
celles-ci  468  fous. 

IV. )  ^=3  donne  x=z^\  , &y=- 17} 
aînfî  les  hommo6  ont  dépenfé  779  fous  , 
& les  femmes  ont  dépenfé  221  fous. 

• 9* 

Quejîion  fixiemt.  Un  Fermier  acheté  à 
le  fois  des  chevaux  S:  des  bœufs  pour  b 
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fomme  de  1770  écus  ; il  paye  3 1 écus  pour 
chaque  cheval , & 2 1 écus  pour  chaque 
bœuf.  Combien  a-t  il  acheté  de  chevaux 
& de  bœufs  ? 

Soit  le  nombre  des  chevaux  =*•,  & 
celui  des  bœufs  =y  ; il  faudra  que  3 1 x 
-{- 21^=1770, ou  que  21^=1770 — 31X 
=1764-1-6 — 21  x — 1 ox  , c’eft-à-dire  que 
^=84 — Donc  il  faut  qu’on 

puifle  divifer  iox — 6 , & auffi  la  moitié 
5* — 3 , par  21.  Qu’on  fuppofe  donc  jx 
■ — 3 = 2i{  , on  aura  5 jc=  2. 1 ^ 3 , &y 

devient  =84  — x — 2^.  Or  puifque  x 
= ^-3  = 4{-f-^ , il  faudra  faire  encore 
j-J-3  = 5 u i cette  fuppofition  donne  { = 5 a 
— 3 , x=iiu  — 12  , &j=84 — 21  K-j-i* 
— 1 ow-|-6=6oz — 3 1 u i & il  fuit  de  là  que 
u doit  être  plus  grand  que  o , & cependant 
plus  petit  que  4 , ce  qui  fournit  les  trois 
folutions  qui  fuivent  : 

I.)  u=\  donne  le  nombre  des  chevaux 
x—y  , & celui  des  bœufsj=7i  ; donc 
les  premiers  ont  coûté  279  écus  , & les 
derniers  1491  } en  tout  1770  écus. 
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II. )  u=i  donne  *=30  &y=  403  ainfi 
•les  chevaux  ont  coûté  930  écus  , & les 

boeufs  ont  coûté  840  écus , ce  qui  fait  en- 
femble  1770  écus. 

III. )  donne  le  nombre  des  chevaux 

x=  j 1 , & celui  des  bœufs y—f)  > ceux- 
là  ont  coûté  1581  écus  , & ceux-ci  189 
écus}  cela  fait  enfemble  1770  écus. 

IO. 

Les  queftions  que  nous  avons  confidé- 
rées  jufqu’à  préfent , conduifent  toutes  à 
une  équation  de»la  forme  ax-\-by  = c , où 
a , btk  c fîgnifient  des  nombres  entiers  & 
pofitifs  , & où  l’on  demande  pour  x & y 
pareillement  des  nombres  entiers  pofitifs. 
Or  fi  b eft  négatif , & que  l’équation  ait 
la  forme  ax=l>y-\-c , on  a des  queftions 
d’une  toute  autre  efpece , & qui  admettent 
une  infinité  de  folutions  : nous  allons  en 
traiter  aufli  , avant  que  de  finir  ce  Cha- 
pitre. 

Les  plus  fimples  de  ces  queftions  font 
de  la  nature  de  celle-ci  ; on  cherche  deux 
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nombres  , dont  la  différence  Toit  6.  Si  fou 
fait  ici  le  plus  petit  nombre  — x , & le 
plus  grand  ==y  » il  faudra  que  y — x=6  , 
& que y=6-\-x.  Or  rien  n’empêche  main- 
tenant de  fubftituer  au  lieu  de  x tous  les 
nombres  entiers  poflibles , 8c  quelque  nom- 
bre que  l’on  adopte  , y fera  toujours  de  6 
plus  grand.  Qu’on  faffe  , par  exemple , x 
= ioo  , on  aura  y=t  06  -,  il  eft  donc  clair 
qu’une  infinité  de  folutions  peuvent  avoir 
lieu. 

I I. 

• 

Viennent  enfuite  les  queftions  où  c=o  , 
c’eft-à-dire  où  ax  doit  Amplement  équi-, 
valoir  à by.  Qu’on  cherche  , par  exemple, 
un  nombre  qui  foit  divifible  tant  par  y que 
par  7 ; fi  on  écrit  N pour  ce  nombre  , on 
aura  d’abord  N =.  5 x , puiffju’il  faut  pou- 
voir divifer  iVpar  y ; enfuite  on  aura  aufli 
N=yy  , parce  que  le  même  nombre  doit 
être  divifible  par  7 j on  aura  , par  con- 
féquent  yx  = 7 y 8c  x = ~.  Or  comme  7 
ne  peut  fe  divifer  par  y , il  faut  que  y foit 
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divifible  par  5 ; qu’on  fafle  doncjy=j^, 
on  aura  x—j^;  de  forte  que  le  nombre 
cherché  N—  3 3 \ , & comme  on  peut 
prendre  pour  { un  nombre  entier  quel- 
conque , on  voit  qu’on  peut  affigner  pour  N 
un  nombre  infini  de  valeurs  ; telles  font  : 

33 , 70, 103  , 140,  173,  yio,  &c. 

Si  on  vouloit , outre  la  condition  fup- 
pofée,  que  le  nombre  N fût  aulîi  divifible 
par  9 , on  auroit  d’abord  N— 33^,  & on 
feroit  de  plus  N=yu.  De  cette*  maniéré 
3 3^  = 9 u y tk  u j & il  efl:  clair  qu’il 
faut  que  { foit  divifible  par  9.  Soit  donc 
^=9 f;  on  aura  « = 33/,  & le  nombre 
cherché  N = 315  f. 

12. 

* La  difficulté  efi:  plus  grande  , lorfque  c 
n’cfl:  pas  o j par  exemple  , Iorfqu’il  faut  que 
jx:=7j-}-3 , équation  à laquelle  on  par- 
vient , en  cherchant  un  nombre  N tel  qu’on 
puifle  le  divifer  par  3 , & que  fi  on  le 
divife  par  7 , on  obtienne  le  réfidu  3 ; car 
il  faut  alors  que  N=.  5 x 3 & auffi  que  N 
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—7^4-3  , d’où  réfulte  l’équation  5 x=yy 
-J-3  , & par  conféquent  x— 7-^  = ***^1 
==J'-l-^p*  Qu’on  fafle  2^+3=!  { , on 
aura  x=y+^  ; or  à caufe  de  zy+3  = ){, 
ou  de  iy—  jî* — 3 , on  a>y=^|ouy— 
+*?.  ’on  fuppolê  donc  encore  { — 3 
=i u y on  aura  p=i«-f-3  , fky  = ju-\-6  , 
& x—y-\-^=’ju-\-^.  Donc  le  nombre 
cherché  N—  3 5 4 5 , où  on  peut  fubfti- 
tuer  au,  lieu  de  u non- feulement  tous  les 
nombres  entiers  poùtifs  , mais  aufti  des 
nombres  négatifs  ; car , comme  il  fuffit  que 
N devienne  poftrif,  on  peut  faire  u=z — 1 
ce  qui  rend  Nz=z  1 o.  On  obtient  les  autres 
valeurs , en  ajoutant  continuellement  3 5 , 
c’eft-à-dire  que  les  nombres  cherchés  font 

10,45,80,115,150,185,  220  , &C. 

13- 

Les  foultions  de  ces  fortes  de  queftiorçs 
dépendent  du  rapport  des  deux  nombres 
par  lefquels  il  s’agit  de  divifer  , c’eft-à- 
dire  qu’elles  deviennent  plus  ou  moins  lon- 
gues , fuivant  la  nature  de  ces  divilturs. 
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La  queftion  fuivante , par  exemple , admet 
une  folution  très-courte  : On  cherche  un 
nombre  qui , divifé  par  6 , laitae  le  réfuta  1 } 
& qui , divifé  par  1 3 , donne  3 de  réfidu. 

Soit  N ce  nombre  : il  faut  d’abord  que 
N—6x-\~i , & après  cela  que  N—i^y 
+ 3 ; par  conféquent  6jr-f-i=  1 3J-J-3  , 

& <*= . 3H-  . , & *7+^- 

Qu’on  fatae  y-\- 1 =6ç , on  auray  = 6{ — 1 , 
& x=2j-f-{=i3{  — 2 i d’où  il  fuit  qüe 
le  nombre  cherché  JV=y8f — 10.  Donc 
la  queftion  admet  les  valeurs  fuivantes  : 
68,  146,  224,  302,380,  &c.  qui  for- 
ment une  progreffion  arithmétique  , dont 
la  différence  eft  78=6. 13.  11  fuffit , par 
conféquent , de  connoître  une  feule  de  ces 
valeurs  pour  trouver  facilement  toutes  les 
autres  \ on  n’a  qu’à  ajouter  conftamment 
78  , & fouftraire  ce  nombre  aufïi  long- 
temps que  cela  eft  potable. 

14. 

La  queftion  fuivante  fournit  un  exemple 
d’une  folution  plus  longue  & plus  pénible. 

Tome  II,  ' B 
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Quejiion  huitième.  Trouver  un  nombre 
JV  qui , étant  divifé  par  39  , donne  le  ré- 
fidu  1 6,  & tel  aufli  que  fi  on  le  divife  par 
56  , on  trouve  le  réfidu  27. 

11  faut  en  premier  lieu  que  N=iyp+\6  9 

& en  fécond  lieu  que  3 <5 y -j- 2 7 ; ainfi 

?9/’+i6=56î+17»  ou  !97=S6?+i1, 
& P^^=9+'^=  1+r , en  ex- 
primant  par  r la  fraélion  ^£r— Ainfi  39/- 
=17^+11  , &q=^==ir-\-^  = tr 
4 -fi  de  façon  que , ou  17  f=  cr 
— 11 , d’où  provient  rz=UC±ll~^f. +.*±» 
= } de  maniéré  que  t , ou  5 1 

= 2./-|~ 1 1 » d’où  l’on  tire / = ~=  2r  — j — =^-5 
= u > en  faifanea  &r=  iu-\- ir. 
Or  n’y  ayant  maintenant  plus  de  fra&ions , 
on  peut  prendre  u à volonté , & on  n’aura 
plus  qu’à  palier  , en  rétrogradant , par  les 
déterminations  fuivantes  : 

r = 2«-j-n , 

f=it-{-u=z  ja-f  22, 

/,=  i/’4“/  =I7«“T  77  y 

^=2/'+/=  39"+i70  » 

P—  9 + r=  56u-\~2)U 
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& enfin  A'^39 . 5<5«-}-9S8 3.  On  trouvera 
la  plus  petite  valeur  poffible  de  N , en 
faifant  u = — 4 ; dans  cette  l'uppofition  on 
a 7^=11 47.  Que  fi  l’on  fait  u = x — 4, 
on  trouve N=.  2184X — 8736-I-9883  } ou 
N=  2 1 8 4X-]- 1 1 47.  Ces  nombres  forment 
par  conféquent  une  pregrefffon  arithmé- 
tique , dont  le  premier  terme  eft  1147  , 
& dont  la  différence  eft  2184  ; en  voici 
quelques  termes  : - ; 

II47>  3 3 3 1 > 5)M  > 7$99  > 9883  7 &c. 

15.  ■ i 

Ajoutons  encore  quelques  autres  quef- 
tions , fur  lefquelles  on  puiffe  s’exercer. 

Queflion  neuvième.  Une  compagnie 
d’hommes  & de  femmes  fe  trouvent  à un 
pique-nique  -,  chaque  homme  dépenfe  25  1. 
&:  chaque  femme  dépenfe  16  liv.  & il  le 
trouve  que  toutes  les  femmes  enfemble  ont 
payé  1 liv.  de  plus  que  les  hommes.  Com- 
bien y avoit-il  d’hommes  ik  de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  femmes  = p , celui 
des  hommes— q i les  femmes  auront  do- 

B i 
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penfé  \ 6p  , & les  hommes  257;  ainfi  i6p 
= *W  + I ^P=^  = ^ + 9J^=^. 
Nous  venons  de  faire  r=2il±  t ainfi  9 q 
= l6r-i , & =r+Z?=r+f. 

Puis  donc  que  f=~  > ou  yf—jr — I, 
nous  avons  c’eft- 

à-dire  que  r=^  , ou  ainfi 

/=^-,==3t-|-,-^-=3f-j-“>  en  fehànt  u 
ou  iu=t  — 1 , de  forte  que  r=2«-j-i. 
Nous  aurons  par  conféquent  en  rétro- 
• * 
t— 

/=3f-j-«=  7“+  3» 

r=  f+t==  9“+  4, 

' 9=  r-\-f=l6u-\-  7, 

P—  7 + '-=i5“+II> 
ainfi  le  nombre  des  femmes  étoit  iju  + H, 
& celui  des  hommes  étoit  1 62/  7 j & on 

peut  fubftituer  dans  ces  formules  , au  lieu 
de  u , tels  nombres  entiers  qu’on  veut.  Les 
réfultats  les  plus  petits  font  par  conféquent 
ceux  qui  fuivent: 

A 
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Nombre  des  femmes  : = n, 36, 61,86,111  ,&c. 

deshommes:=  7,  23 , 39, 55,  71  ,&c. 

Suivant  la  première  folution , ou  celle  qui 
renferme  les  plus  petits  nombres , les  fem- 
mes ont  dépenfé  176  liv.  & les  hommes 
175  livres , c’eft-à-dire  une  livre  de  moins 
que  les  femmes. 

l6. 

• 

Quejlion  dixième.  Quelqu’un  acheté  des 
chevaux  & des  bœufs  ; il  paie  3 1 écus 
par  cheval , & 10  écus  pour  chaque  bœuf, 

6 il  fe  trouve  que  les  bœufs  lui  ont  coûté 

7 écus  de  plus  que  ne  lui  ont  coûté  les 
chevaux  : combien  cet  homme  a-t-il  acheté 
de  bœufs  & de  chevaux  ? 

Suppofonsque p foit  le  nombre  des  bœufs 
& q celui  des  chevaux,  il  faudra  que  top 

= 3»?+7  ,&tP=^=q  + '-^  = q 
-j-r  ,•  de  cette  manière  nous  avons  zor 
==I1y+7,&f^=:r+^==r+/; 
ainfi  u/=9r— 7,& 

=/4-r , c’eft-à-dire  que  9/=z/-J-7  , & / 

4/  — |—  u , moyennant 

B ) 
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quoi  2 u=t  — 7 , & t=iu~ {-7.  Par  con- 

féquent 

f=4t-\-u=  9K-I-28, 

'=  /-f/=i  i«+î5, 

q—  3 , nomb.  des  chevaux 

p — ÿ-}~r— 3 1 j— 98  , nombre  des  bœufs. 
Donc  les  plus  petites  valeurs  pofitives  de 
p & de  y Ce  trouvent  en  faifant  u= — 3 ; 
celles  qui  font  plus  grandes  fe  fuivent  en 
progreffion  arithmétique  de  la  maniéré 
qu’on  va  voir  : 

Nombre  des")  , , „ 

bœufs,  J />=  ^6,67,98,1 59,160,791,211,133 

Nombre  dcsl  , . , 

chevaux,  S î=3,*3a43,63,  83,103,713,743,163  , &c; 

I?* 

Si  on  conlidere  comment , dans  cet 
exemple  , les  lettres  p 8c  y Ce  déterminent 
par  les  lettres  fuivantes,  on  remarquera 
facilement  que  cette  détermination  dépend 
du  rapport  des  nombres  31  & 20 , & en 
particulier  du  rapport  qu’on  découvre  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  divifeur 
de  ces  deux  nombres.  En  effet , fi  on  fait 
cette  opération 
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n 


O, 


il  efl:  clair  que  les  quotients  qu’on  obtient 
fe  retrouvent  dans  la  détermination  fuccefe 
fîve  des  lettres  p , y,  r,/,  &c.  & qu’ils 
font  liés  avec  la  première  lettre  à droite  , 
pendant  que  la  derniere  refte  toujours  ifo- 
lée  -,  on  voit  de  plus  que  ce  n’eft  que  dans 
la  cinquième  & derniere  équation  que  fe 
préfente  le  nombre  7 , & qu’il  eft  alîeélé 
du  ligne  -j- , parce  que  le  nombre  de 
cette  équation  eft  impair  -,  car  û ce  nom- 
bre avoit  été  pair  , on  auroit  trouvé  — 7. 
Ce  que  nous  difons  deviendra  encore  plus 
clair  par  la  table  fuivante,  dans  laquelle 
on  verra  d’abord  la  décompofition  dès 

B 4 
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nombres  j i & 20  , & puis  la  détermina- 
tion des  lettres  p ,q  , r,  & c. 


J 1=1.20+1  1 
ao=i.i  1+  9 
1 i='i  . 9+  1 
9=4 . 2+  1 


p=\.q+r 

*=«•'+/* 

r=l./+< 

/=4-'+“ 


2=2  . i-{-  o;  r=2.«-j"7* 

l8. 


On  peut  repréfenter  de  la  même  maniéré 
l’exemple  précédent  de  l’article  1 4. 


56=1.39+17 
39=2.17+  5 
17=3  • 5+  2 

5 = 2.2+  i 

2=2 . 1+  o 


p=l.q-\-r" 
?=l.r+/ 
r=3/+r 
/=2.r+« 
r=2.«+ 1 1. 


19. 

Nous  Tommes  donc  en  état  de  réfoudre 
de  la  même  maniéré  toutes  les  queftions 
de  cette  elpece. 

En  effet , Toit  donnée  l’équation  bp  — aq 
-H.  où  a , b & n lignifient  des  nombres 
connus.  Il  ne  s’agira  ici  que  de  procéder 
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comme  fi  on  cherchoit  le  plus  grand  com- 
mun divifeur  des  nombres  a & b , on  pourra 
aufli-tôt  déterminer  p & cj  par  les  lettres 
fuivantes  , comme  on  va  voir  : 


a=Ab-\-c 

on  aura  p—  Aq-\-r 

b—Bc\-d 

<]  = Br+f 

c ■=.  Cd -j-  e 

r=Cf+t 

d—De-\-f 

f—D:+u 

e — Ef+g 

t — Eu- J-v 

f=Fg+°> 

u = F v + n 

On  fera  feulement  attention  encore , que 
dans  la  derniere  équation  il  faut  donner  à n 
le  figne  -f- , quand  le  nombre  des  équations 
eft  impair;  & qu’au  contraire  il  faut  prendre 
— n , lorfque  ce  nombre  eft  pair.  Et  voilà 
donc  comment  on  peut  réfoudre  avec  afiez 
de  promptitude  les  queftions  dont  nous  nous 
occupons  dans  ce  Chapitre  : nous  en  don- 
nerons quelques  exemples. 

20. 

Quejlion  onzième.  On  cherche  un  nom- 
bre qui , étant  divifé  par  1 1 , donne  le  ré- 
fidu  3 , & qui  étant  divifé  par  19  , donne 
le  réfidu  5. 
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Soit  N ce  nombre  cherché  : il  faudra 
d’abord  que  iV=  i !/?-[-  3 , & en  fécond 
lieu  que  A7=i^-}-5*  Donc  np=u)q 
2 f équation  qui  fournit  la  tabie  fuivante  : 


1 9— ' * • I'  I — 1 — 8 

p=  q+r 

1 1 = 1 . 8-j~3 

q=  r+f 

8=2  . 3-j-i 

3=1  . 2-fl 

/— 

1=2  . i-j-o 

t = 2U-\-2  , 

où  l’on  peut  donner  à u telle  valeur  qu’on 
veut , & déterminer  par-là  fucceflivement , 
en  rétrogradant,  les  lettres  précédentes. 
On  aura , 

t=  2 

/=  3«+  1 

r=  if-\-  t = 8«-J-  6 

q—  r+f=uu+  8 
P=  q-\-r=  19^4-14; 
de  là  réfulte  le  nombre  cherché  N=  209 u 
+ 157;  donc  le  plus  petit  nombre  qui  puifle 
exprimer  A^,  ou  fatisfaire  à la  queflion , 
cft  i 57. 


« 
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21. 

Queflion  douzième.  Trouver  un  nombre 
iVtel  qu’en  le  divifant  par  1 1 , il  refte  3 , 
& qu’en  le  divifant  par  1 9 , il  refte  5 ; & 
de  plus , que  ft  on  divife  ce  nombre  par 
on  obtienne  le  réfidu  10. 

La  derniere  condition  exige  que  N—zyp 
-f-  10  ; & comme  on  a déjà  fait  le  calcul 
pour  les  deux  autres,  il  faut , en  conféquen- 
ce  de  ce  qu’on  a trouvé  , que  N=  zoyu 
+ M7,à  la  place  de  quoi  nous  écrirons 
157  j ainfi  zc>p-\-\o=. 2.097 
+ M7»  OU  29/7=  lcyq-\-  1 47  } d’où 
réfulte  le  type  qui  fuit  : 

209=7.294-6;  donc  p=jq-\-r, 
29=4  . 6+î  ; <]z=Ar+f , 

6=1  . j4-i  ; r=  f-\-t  , 

5=5  . 14-0;  f—V—  «47- 
Et  fi  nous  revenons  maintenant  fur  nos  pas, 
nous  aurons 

/—  5f — 1 47  » 

r—f  + * = 6r—  147, 

¥=■  4r+  f — 29f~  73  5 » 
^=7?-h  /•  =209^—5292, 
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Donc  N=  6061 1 — 153458.  Le  plus  petit 
nombre  fe  trouve  en  faifant  1 — 16 , & cette 
fuppofition  donne  N=  4 1 18. 

22.  ' 

Une  remarque  cependant  qu’il  faut  faire 
néceflairement  , c’eft  que  , pour  qu’une 
telle  équation  bp=aq-\-n  foit  réfoluble,  il 
faut  que  les  deux  nombres  a & b n’aient 
d’autre  commun  divifeur  que  1 j car  fans 
cela  la  queftion  feroit  impoflible , à moins 
que  le  nombre  n n’eût  le  même  commun 
divifeur. 

Si  l’on  demandoit , par  exemple  , que 
9/j=i  5^-J-z  j comme  9 & 1 5 ont  le  com- 
mun divifeur  3 , & que  ce  n’eft  pas  un 
divifeur  de  2 , il  eft  impoflible  de  réfoudre 
la  queftion,  parce  que  9 <p — 15^  pouvant 
toujours  être  divifé  par  3 , ne  peut  en  aucun 
cas  devenir  = 2.  Mais  fi  dans  cet  exem- 
ple n étoit  = 3 , ou  n — 6 , &c.  la  quef- 
tion feroit  pofîible  : il  fuffiroit  de  divifer 
auparavant  par  3;  car  on  auroit  3^=5^ 
-}-  1 , équation  qui  feroit  facilement  réfo- 
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lubie  par  la  réglé  donnée  ci-defïus.  On 
voit  donc  clairement  que  les  nombres  a 
& h ne  doivent  avoir  d’autre  commun 
divilèur  que  l’unité , & que  notre  réglé  ne 
peut  avoir  lieu  dans  d’autres  cas. 

23- 

Pour  le  prouver  encore  plus  évidem- 
ment, nous  traiterons  l’équation  pp=\^q 
+ 2.  fuivant  la  voie  ordinaire.  Nous  trou- 
\onsp==]^^=q-\-6-î~=q-\-r;  de  forte 
que  f)r—6q-\-i,  ou  6q—pr — i j ainlï 
^=nr==''+^r=/’+/v  de  façon  que 
$r — 2 = 65,  ou  }r=6f-\-i.  Par  confé- 
quent  r — 1 ; or  il  eft  bien  clair 

que  ceci  ne  peut  jamais  devenir  un  nom- 
bre entier , parce  que  / eft  néceflairement 
un  nombre  entier.  Cela  fert  à confirmer 
que  ces  fortes  de  queftions  font  impofiibles. 
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CHAPITRE-  II. 

De  La  réglé  quon  nomme  régula  cceci , où. 
il  s' agit  de  déterminer  par  deux  équations  , 
trois  ou  un  plus  grand  nombre  d’inconnues. 

*4- 

JSÎous  avons  vu  dans  le  Chapitre  pré- 
cédent , comment  on  peut  déterminer  par 
une  feule  équation  deux  quantités  incon- 
nues , au  point  de  les  exprimer  en  nombres 
entiers  & pofitifs. 

Si  donc  on  avoit  deux  équations , il  fau- 
drait, pour  que  la  queftion  fût  indétermi- 
née , que  ces  équations  renferma/Tent  plus 
de  deux  inconnues.  Or , il  fe  préfente  de 
ces  queftions  dans  les  livres  d’Arithmérique 
ordinaires;  on  les  réfout  par  la  réglé  dite 
régula  cceci , nous  ferons  voir  les  fondemens 
de  cette  réglé. 
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Nous  commencerons  par  un  exemple.  < 

Qiujlion  première.  Trente  perfonnes  , 
hommes,  femmes  & enfans , dépenfent  50 
écus  dans  une  auberge  ; l’écot  d’un  homme 
eft  3 écus,  celui  d’une  femme  cft  z écus, 
& celui  d’un  enfant  efï  un  écu  j combien 
y avoit-il  de  perfonnes  de  chaque  cia  lie  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  — p , celui 
des  femmes  ~q  , 8c  celui  des  enfans  — r, 
nous  aurons  les  deux  équations  fuivantes: 

I0/’  + ?+r=3O>H0  3/,+  27+r=5O. 
Et  il  s’agit  d’en  tirer  les  trois  lettres  p , q 
& r en  nombres  entiers  & pofitifs.  La  pre- 
mière équation  donne  r=  30 — p — q , d’oh 
nous  concluons  d’abord  que/? -[-7  doit  être 
moindre  que  30  ; & fubftituant  cette  valeur 
de  r dans  la  fécondé  équation  , nous  avons 

f°rte  que  Ç-*- 0 
— ip  & p-\-q=io — pi  ce  qui  eft  évi- 
demment aulfi  moindre  que  30.  Or  comme 
on  peut  , en  vertu  de  cette  équation , 
prendre  pour  p tous  les  nombres  qui  ne 
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paflent  pas  10 , on  aura  les  onze  folutions 
fuivantes  : 

Nombre  des'! 

hommes,  j P — °»  h 4*  ï*  6»  7*  9* 10 * 

^femmes*1,6*}  ? = 20» l8» l6»  M» I0»  8>  6,  4.  2.  o, 

^cnfrns^}  r ~ I0’ 1 *'  ' *’ 1 3>  M’ 1 l6’'17’ l8, 19,20î 

& fi  on  omet  la  première  & la  derniere , 
il  en  reftera  neuf. 

26. 

Quejîion  fécondé.  Quelqu’un  acheté  i oo 
pièces  de  bétail  ; des  porcs , des  chevres 
& des  moutons , pour  i oo  écus  $ les  porcs 
lui  coûtent  3 ~ écus  la  piece  ; les  chevres , 
.i^-écu,  & les  moutons , écu  : combien 
y avoit-il  d’animaux  de  chaque  efpece? 

Soit  le  nombre  des  porcs  —p,  celui  des 
chevres  =ÿ,  celui  des  moutons  — r,  on 
aura  les  deux  équations  fuivantes 
4-/-=  100,  II.)  );/>+  1 100; 

& cette  derniere  étant  multipliée  par  6 , 
afin  de  chafler  les  fraélions , fe  transforme 
en  celle-ci,  1 1/7— [—  8^  — |—  3r=6oo.  Or  la 
première  donne /-=  1 00  — p — 7 ,•  &:  fi l’on 

fubftitue 
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fubftitue  cette  valeur  à r dans  la  fécondé  , 
ona  i8/?-f- 5^=300, ou  57  = 300 — 18 p, 
& q = 6o — y*  Par  conféquent  il  faut  que 
1 8 p foit  divifible  par  5 , & renferme  5 
comme  fafteur.  Qu’on  falfe  donc  p=.  5/, 
on  aura  q=6o — i8/,&r=  13/-J-40,  où 
l’on  peut  prendre  pour  f un  nombre  entier 
quelconque , pourvu  qu’il  foit  tel  que  q ne 
devienne  pas  négatif.  Mais  cette  condition 
limite  la  valeur  de  / à 3 , de  forte  que  fi 
on  exclut  aufli  o , il  ne  peut  y avoir  que 
trois  folutions  du  problème  ; ce  font  les 
fuivantes  : 

Lorfque  f=  i , i , j , 
ona  p—  5,10,15, 

7=42 ,24,  16  , 
r—  J 3 , 66 , 79. 

*7- 

Lorfqu’on  veut  foi-même  le  propofèr 
de  tels  exemples , il  faut  faire  attention 
fur-tout  qu'ils  foient  poflibles  j & pour  pou- 
voir en  juger , voici  ce  qu’il  faut  obferver  : 
Soient  les  deux  équations  auxquellesnous 
Tome  11,  . C 


t 
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parvenions  jufqu’à  préfent , repréfentées 
par  I.)  x-\-y-\-i=a ,U.) fx+gy+h^b , 
où  g tk  h y ainfi  que  a & b , font  des 
nombres  donnés  f fi  nous  fuppofons  qu’entre 
les  nombres  f,  g & A le  premier  f foit  le 
plus  grand  , & h le  plus  petit  j comme  , 
à caufe  de  x-f-y-^-^=a  t nous  avons  fx 
+&  +/?  =fa  » Ü eft  clair  . 

ert  plus  grand  que  fx  -j-gy-f"  h^  ; par  con- 
féquent  il  faut  que  fa  foit  plus  grand  que  b , 
ou  que  b foit  plus  petit  que  fa;  Sx  puifque 
de  plus  hx-\-hy-\-hi^=Jia , & que  hx-\-hy 
-}-A{  eft  certainement  plus  petit  qu efx 
4-&y+Aî  » ü faut  auHi  que  ha  foit  plus 
petit  que  b , ou  b plus  grand  que  ha.  11 
s’enfuit  donc  de  là  que  fi  b n’efl  pas  plus 
' petit  que  fa , & en  même  temps  plus  grand 
que  ha , la  queftion  fera  impofîible. 

On  exprime  cette  condition  aufli , en 
difant  que  b doit  être  contenu  entre  les 
limites  fa  & ha;  & il  faut  de  plus  faire 
attention  que  ce  nombre  n’approche  pas 
trop  de  l’une  ou  de  l’autre  limite , parce 
que  cela  feroit  qu’on  ne  pourroit  pas 
déterminer  les  autres  lettres. 
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Dans  l’exemple  précédent , où  a=ioo , 
h — Ÿ,  les  limites  étoient  350 
& 5 o } or  fi  on  vouloir  fuppofer  ^=51 
au  lieu  de  1 00 , les  équations  deviendroient 

x+y+ï= 100  »■ & 3 ï *+  1 jy+i  V = 5 1 » 
ou,  en  chaflant  les  fraéHons,  nx-|-8 y 
-]-3{=3 06;  qu’on  multiplie  la  première 
par  3 ,de  forte  que  3 jv  — 3 y — {—  3 ^ ;=  300  j 
fi  l’on  fouftrait  cette  équation  de  l’autre  , 
il  refie  1 8 jc  — |—  $y  — 6 , ce  qu’on  voit  fur  le 
champ  être  impofiîble  , parce  que  x & y 
doivent  être  des  nombres  entiers  & po- 
fitifs. 

28. 

Les  Orfèvres  & les  Monnoyeurs  tirent 
grand  parti  de  cette  réglé  , quand  ils  le 
propofent  de  faire , de  trois  ou  de  plufieurs 
fortes  d’argent , un  alliage  d’un  prix  donné, 
ainfi  que  l’exemple  fuivant  le  fera  voir. 

Qucjlion  troifieme.  Un  Monnoyeur  a 
trois  fortes  d’argent  ; la  première  à 7 onces , 
la  fécondé  à 5 \ onces , la  troifieme  à y! 
onces  i il  a à faire  un  alliage  de  30  maïcs 

C 2 


/ 
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pefant  , à 6 onces  ; combien  de  marc» 

doit-il  prendre  de  chaque  forte  ? 

Qu’il  prenne  x marcs  de  la  première 
forte, y marcs  de  la  fécondé  & ^ marcs 
de  la  troifieme  , il  aura  jc  — |— — j—  ^ = 30, 
& c’eft  la  première  équation. 

Enfuite  , puifqu’un  marc  de  la  première 
forte  contient  7 onces  d’argent  fin , les  x 
marcs  de  cette  forte  contiendront  yx 
onces  de  tel  argent  ; de  même  les^  marcs 
de  la  fécondé  forte  contiendront  5 l-y 
onces , & les  { marcs  de  la  troifieme  forte 
contiendront  4 onces  d’argent  fin  ; de 
forte  que  toute  la  maflë  contiendra  yx 
5 r JV'  — j-  4 r î onces  d’argent  fin.  Or  puif- 
que  cet  alliage  pelé  30  marcs  , & que  cha- 
cun de  ces  marcs  contient  6 onces  d’argent 
fin  , il  s’enfuit  que  la  mafie  entière  con- 
tiendra 180  onces  d’argent  fin;  & de  là 
réfulte  la  fécondé  équation  yx  + 5 7J  + 4 j { 

= 180,  ou  1 4Jf  4~ 1 I.X“f"9î==  } 6°.  Si  l’on 
fouftrait  maintenant  de  cette  équation  la 
première  prife  neuf  fois,  ou  y-\- 
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= 170  , il  refte  5 x -j-  ly  = 90 , équation 
qui  doit  donner  en  nombres  entiers  les  va- 
leurs de  x & de  y.  Quant  à la  valeur  de  {, 
on  la  tirera  enfuite  de  l’équation  {=30 
— x — y.  Or  l’équation  précédente  donne 
17=90  — 5*  &ty  = 4<j  — ^ ; foit  donc 
x = lu , on  aura  y = 45  — 51/  & ^ = 

— 1 j ; c’eft  ligne  que  u doit  être  plus  grand 
que  4 , & cependant  plus  petit  que  1 o j & 
par  conféquent  la  queftion  admet  les  (blu- 
tions fuivantes  : 


R 

II 

6, 

7. 

8, 

9 » 

X = IO  , 
JK  = 10  5 
1 = O, 

1*» 
*5  » 
3 » 

«4  » 
10, 
6, 

16  , 
5 » 
9 » 

18, 

© , 
11. 

29. 

Il  fe  préfente  quelquefois  des  queftions 
qui  renferment  plus  de  trois  inconnues  , 
mais  on  les  réfout  de  la  même  maniéré  , 
comme  l’exemple  fuivant  le  fera  voir. 

Quejlion  quatrième.  Quelqu’un  acheté 
1 00  pièces  de  bétail  pour  1 00  écus  t favoir  9 

c 3 
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des  bœufs  à io  écus  la  pièce  , des  vaches 
à 5 écus , des  veaux  à 2 écus , & des  mou- 
tons à écu  la  piece  ; combien  a-t-il  acheté 
de  bœufs  , de  vaches , de  veaux  & de 
moutons  ? 

Soit  le  nombre  des  bœufs  —p  y celui 
des  vaches  = 7,  celui  des  veaux  =r,  & 
celui  des  moutons  —fi  la  première  équa- 
tion eft  00 , & la  fécondé 

eft  1 -j—  5 7 ~ f-  ^-r  ~~ 00  j ou  j en  re- 
tranchant les  fraélions,  20/J-j-i 
— 100  ; fouftrayant  la  première  équation 
de  celle-ci , il  refte  i9/,4“97-h3r==:  100  » 
d’où  l’on  tire  3/-:=  100 — 1 9/7 — 97  * & 

= 3 3 + j—' 6P — \P~  3 7 v °u  3 3 

— 37~j --j->  donc  il  faut  que  1 — poup 

— 1 foit  divifible  par  3.  Qu’011  fafle 

p — i—  y , on  aura 

+ i > 

7—7» 

r=z7  — ic>t  — 37, 

/— 71+  17+1 6*>' 

H s’enfuit  de  là  que  i9*-|~37  doit  etre  ‘ 
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moindre  que  27 , & que  , pourvu  que  cette 
condition  s’obferve , on  peut  au  relie 
donner  à q & à / telle  valeur  qu’on  veut  ; 
cela  pofé  , nous  aurons  à conlîdérer  les  cas  • 
fuivans  : 


F.  Si  t = 0 

II.  Si  t=  1 

011  a p — 1 

q-  q 

' = 17-î? 
J — 71  + xq. 

P-  4 
q=  q 
r=  8-3  q 

/=&8  + i*. 

On  ne  peut  faire  t=:i , parce  que  r 
deviendroit  négatif. 

Dans  le  premier  cas  q ne  doit  pas  fur- 
palier  9 , & dans  le  fécond  cas  ce  nombre 
ne  doit  pas  excéder  2 f ainli.ces  deux  cas 
donnent  les  folutions  qui  fuivent. 

Le  premier  donne  les  dix  folutions  que 
voici  : 


1. 

11. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII.VIII 

IX. 

X. 

P 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

I 

1 

I 

1 

7 

0 

1 

z 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

r 

17 

M 

Z 1 

18 

*5 

12 

9 

6 

3 

0 

7 1 

74 

76 

78 

80 

82 

84 

86 

88 

90 

C 4 
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Le  fécond  cas  fournit  les  trois  folutions 
fuivantes  : 


1. 

II. 

[II. 

P 

4 

4 

4 

1 

0 

1 

1 

r 

8 

5 

2 

J 

88 

90 

9* 

Voilà  donc  en  tout  treize  folutions  , & 
felles  fe  réduifent  à dix , fi  on  exclut  celles 
qui  renferment  un  zéro. 

3°. 

La  méthode  ne  laifleroit  pas  d’être  la 
même  , quand  même  , dans  la  première 
équation , les  lettres.feroient  multipliées  par 
des  nombres  donnés , comme  on  le  verra 
par  l’exemple  fuivant: 

Quejlion  cinquième.  Trouver  trois  nom- 
bres entiers , tels  que  fi  on  multiplie  le  pre- 
mier par  3 , le  fécond  par  j & le  troifieme 
par  7 , la  fomme  des  produits  foit  560  ; & 
que  fi  on  multiplie  le  premier  par  9 , le 
fécond  par  25  & le  troifieme  par  49  , la 
fomme  des  produits  foit  2920. 
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Soit  le  premier  nombre  =x,  le  fécond 
—y  y le  troifieme  = {,  on  aura  les  deux 
équations,  I.)  7=^60 » ^0  9X 

~hzU~ f~49{=i9io.  Si  on  fouftrait  de 
la  fécondé  la  première  prife  trois  fois , ou 
9 jy-\-i  1680 , il  refte  ioy-j-28^ 
; = 1 240  ; divifant  par  2 , on  a jjy- f-  1 
= 620 , d’où  l’on  tire^=  1 24 — Ainfi 
j doit  ctre  divifible  par  5 ; qu’on  faffe  donc 
^=)u,  on  aura  y— 114 — 1422$  ces 
valeurs  étant  fubftituées  dans  la  première 
équation,  on  a 3* — 3 3«-j-620=56o  , ou 
3^=35 u — 60,  &r  x=lj  — 20  j c’dl 
pourquoi  l’on  fera  u = y , tk  on  aura  enfin 
la  folution  fuivante,  *=3  — 20,^=114 
— 422,  & f=i  $r,  où  on  peut  fubftituer 
au  lieu  de  t un  nombre  entier  quelconque, 
mais  tel  cependant  que  t furpaffe  o , &: 
foit  moindre  que  3 ; de  forte  qu’on  (e  trouve 
borné  en  effet  aux  deux  folutions  fuivantes: 
I.)  Sir=i  , on  a x=i  5 ,^=82,  {=1  $. 
II.)  Sir=2  , on  a ^=50  ,^=40  , {=30. 
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CHAPITRE  III. 

Des  Equations  indéterminées  compofées  , 
dans  lefquelles  l'une  des  inconnues  ne 
paffe  pas  le  premier  degré. 

31- 

Nous  paflerons  à préfent  aux  équations 
indéterminées  , dans  lefquelles  on  cherche 
deux  quantités  inconnues  , & où  l’une  de 
ces  inconnues  eft  multipliée  par  l’autre , ou 
élevée  à une  puiflance  plus  haute  que  la 
première,  tandis  que  l’autre  inconnue  ne 
s’y  trouve  cependant  encore  qu’au  premier 
degré.  Il  eft  évident  que  les  équations  de 
cette  efpece  peuvent  fe  repréfenter  par 
l’expreflion  générale  qui  fuit  : 

a-\-bx-\-cy-lrdxx-\-  exy-ffx'  -\-gxxy 
-\-hx* -\~kx'y-\-  &c.  =0. 

Comme  dans  cette  équation  y ne  pafle 
pas  le  premier  degré , cette  lettre  fe  dé- 
termine facilement  j mais  il  faut  au  refte , 


- J 
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comme  auparavant , que  les  valeurs  tant 
de  x que  dey , foient  alignées  en  nombres 
entiers. 

Nous  allons  confidérer  quelques-uns  de 
ces  cas , en  commençant  par  les  plus  faciles. 

32. 

Que  (lion  première . Trouver  deux  nom- 
bres tels  que  , fi  on  ajoute  leur  produit  à 
leur  fomme , on  obtienne  79. 

Nommons  x Scy  les  deux  nombres  cher- 
chés j il  faudra  que  xy-\-x-\-y=-j^  ; ainfi 

*y+y— 79— x>  &y= ttt  --*+ 

par  où  l’on  voit  que  x--}-  1 doit  être  un. 
divifeur  de  80.  Qr  80  ayant  beaucoup  de 
divifeurs , on  aura  aufli  plufieurs  valeurs 
de  x , comme  on  va  voir  : 


Les  divifeurs  de  80  fonr 

1 

2 

4 

3 

» 

10 

16 

iC 

ac 

80 

donc  x — 
Si  y — 

c 

79 

1 

39 

3 

11 

4 
■ 5 

7 

9 

9 

7 

M 

! C 

3 

*9 

1 

79 

0 

Mais  comme  les  dernières  folutions  font 
les  mêmes  que  les  premières,  on  n’a  réelle- 
ment que  les  cinq  l'olutions  lùivantes  : 
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[. 

11. 

m. 

IV. 

V. 

O 

I 

3 

4 

7 

79 

39 

*9 

'S 

1 9 

33- 

C’eft  de  la  même  maniéré  qu’on  pourra 
réfoudre  aufli  l’équation  générale  xy-\-ax 
-\-by—c  ; car  on  aura  xy  -\-by~c — ax  , 

' y=— c’eft-à- 

dire  que  x-| -b  doit  être  un  divifeur  du 
nombre  connu  ab-fc  ; de  forte  que  chaque 
divifeur  de  ce  nombre  donne  une  valeur 
de  x.  Qu’on  fafle  donc  ab~\~c=fg , on 
aura  y — — a -[ - ^ & fuppofant  x-\-b=f 
ou  x—f- — b , il  eft  clair  que  y= — a~\ -g 
ou  y=g — a y & par  conféquent  qu’on  aura 
même  deux  folutions  pour  chaque  maniéré 
de  reprélènter  le  nombre  ab-\-c  par  un 
produit  tel  que^g;  De  ces  deux  folutions, 
l’une  eft  x—f— b & y=g — a , & l’autre 
s’obtient  en  faifant  x-| ~b=g,  dans  lequel 
cas  x=g — b & y~f — a. 

Si  donc  on  fe  propofoit  l’équation  xy 
4“1*+3.y=:42>  on  auroit  a—i , b—y  % 
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&c=4i;  par  conféquentjy  = — 

Or  le  nombre  48  peut  fe  repréfenter  de 
plufieurs  maniérés  par  deux  faéleurs , com- 
me fgy  & dans  chacun  de  ces  cas  on  aura 
toujours  , foit  x—f — 3 tky—g — x,foit 
aufîi  x — g — 3 & y—f — x.  Voici  le 
développement  de  cet  exemple  : 


I.  II.  III.  IV.  V. 


Fafteurs 

1 . 

48 

2 . 

M 

3 • 

16 

4- 

!2{6.8| 

X 

y 

* 

y 

* 

y 

X 

y i* 

y 

Nombres 

- 2 

46 

- I 

22 

0 

M 

1 

10 

3 

6 

ou 

11 

- 1 

X I 

0 

n_ 

1 

_9 

2 

5_ 

4 
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L’équation  peut  s’exprimer  encore  plus 
généralement,  en  écrivant mxy—ax-\-by 
-H  , où  a , b , c &:  m font  des  nombres 
donnés , & où  l’on  cherche  pour  x & y 
des  nombres  entiers  inconnus. 

Qu’on  fépare  d’abord  y , on  aura  y 
==™xz/ti  & chaflant  x du  numérateur,  en 
multipliant  par  m de  part  & d’autre  , on 
aura  On  a main- 


» 


46  E L É M E N S 

tenant  une  fraction  dont  le  numérateur  eft 
un  nombre  connu.  & dont  le  dénomina- 
teur  doit  être  un  divifeur  de  ce  nombre  ; 
qu’on  repréfente  donc  le  numérateur  par 
un  produit  de  deux  faéleurs,  comme  fgt 
ce  qui  peut  fouvent  Ce  faire  de  plufieurs 
maniérés , & qu’on  voie  fi  un  de  ces  fac- 
teurs peut  fe  comparer  avec  mx — b , de 
façon  que  mx — b—f.  Or  il  faut  pour  cet 
effet,  puifque  que/-{-£  foit  di- 

vifible  par  m ; & il  s’enfuit  de  là  que  parmi 
les  faveurs  de  me  -j-  ab  , on  ne  peut  em- 
ployer que  ceux  qui  font  tels,  qu’en  y ajou- 
tant b , les  fommes  foient  divifibles  par  m. 
Nous  allons  éclaircir  ceci  par  un  exemple. 

Soit  l’équation  ^xy  = ix-j-jy-}"1 8 , on 
aura  ;y  = !£',•&  ,j=^f  = .+£; 


il  s’agit  par  conféquent  de  trouver  ceux 
des  divifeurs  de  96  qui , ajoutés  à 3 , don- 
nent des  fommes  divifibles  par  5.  Or  fi  l’on 
confidere  tous  les  divifeurs  de  9 6 , qui  font 
1 î 2,  > } » 4*^  > ^ ^ » M > 3 2 > 48  > 

9 6 , on  voit  facilement  qu’il  n’y  en  a que 
ces  trois , 2 , 1 1 , 3 2 , qui  peuvent  fervir. 
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Soit  donc I.)  j x — 3=1,  on  aura  5^=50, 
& par  conféquent  x=i , & 
& y=io. 

II.)  5* — 3= 12,  on  aura  10, 

& par  conféquent  *=3  , & 
y=i. 

• III.)  5 x — 3=31,  on  aura  5^=5, 

. & par  conféquent  x=7 , & 

y=*- 

3 5- 

Comme  dans  cette  folution  générale  on 
a my  — a = ^^,  il  fera  à propos  d’ob- 
ferver  que , fi  un  nombre  compris  dans  la 
formule  mc-\-ab , a un  divifèur  de  la  for- 
me mx — b , le  quotient  dans  ce  cas  doit 
être  néceflairement  compris  dans  la  for- 
mule my — a , & qu’on  peut  alors  repré- 
fenter  le  nombre  mc-\-ab  par  un  produit 
tel  que(/nx — b)(my — a).  Soit,  par  exem- 
ple ^ m—  12,  a=z)  ,b— 7 & c = 1 5 , on 
aura  ny — 5=—^;  or  les  divifeurs  de 
1 1 5 font  1 , 5 , 43 , 21 5 j il  faut  en  choifir 
ceux  qui  font  compris  dans  la  formule  1 z,v 
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— 7 , ou  qui  font  tels  qu’en  y ajoutant  7 j 
la  fomme  foit  divifible  par  1 2 j mais  il  n’y 
a que  5 qui  fatisfafle  à cette  conditfcm  , 
ainfi  1 îx  — 7 = 5 &:  1 ly — j =43  ; & de 
même  que  la  première  de  ces  équations 
donne  x=  1 , on  trouve  auiïi  par  l’autre  y 
en  nombres  entiers  , favoir  y — 4.  Cette 
propriété  eft  de  la  plus  grande  importance 
relativement  à la  nature  des  nombres , & 
mérite  par-là  qu’on  y fafle  attention  par- 
ticuliéremeut. 


36. 

Confidérons  maintenant  aufli  une  équa- 
tion de  cette  elpece  , xy-\-xx=ix-\-^y 
-J- 29.  Elle  nous  donne  y = > ouy 

= — x — 1 y ain^  x — 3 doit  être  un 
divifeur  de  26  , & dans  ce  cas,  la  divifion 
étant  faite,  le  quotient  fera==y-|-x-|- 1 j 
or  les  divifeurs  de  16  étant  1,2,  13,  26 , 
nous  aurons  donc  les  folutions  fuivantes  : 
I.)x — 3 — 1 ,oux=4;deforteqüeiy-|-x 

+ 1— J/+5  — 2(5,  & J — 21  j 


d'Algeêhe. 

ÎI») x ~ ^ — 2 y ou  at  - — i ^ ) ainfi  y -j-  x *-|- 1 
—y+6±=  13  , &r‘jK  = 7i 
III.)* — 3— 13  , ou  x — 16 ; ainfîj  + jtr+i 
—y-\-i7— *,  &y=—  ij. 

Cette  derniere  valeur  étant  négative  doit 
être  omife  , & par  la  même  raifon  on  ne 
pourra  tenir  compte  du  dernier  cas , x — 3 
= z6. 

37- 

Il  ne  fera  pas  néceflaire  de  développer 
ici  un  plus  grand  nombre  de  ces  formules , 
où  on  ne  rencontre  que  la  première  pui£ 
fance  de  y & de  plus  hautes  puiflances  de 
x ; car  ces  cas  ne  fe  préfentent  que  rare- 
ment , & peuvent  d’ailleurs  toujours  fe  ré- 
foudre par  la  méthode  que  nous  avons 
expliquée.  Mais  lorfque  y aufli  cil  élevé  à 
là  fécondé  puifl'ance , ou  à un  degré  encore 
plus  haut , & qu’on  veut  en  déterminer  la 
valeur  par  les  réglés  données,  on  parvient 
à des  lignes  radicaux  , qui  comprennent 
des  puiflances  fécondés  ou  encore  plus 
hautes  de  x , & il  s’agit  alors  de  rrouvef 
Ta, 7/c  IL  D 
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pour  x cîes  valeurs  telles  quelles  faiîent 
évanouir  les  lignes  radicaux  ou  l’irration- 
nalité.  Or  le  plus  grand  art  de  l’analyfe 
indéterminée , confille  précifément  à ren- 
dre rationnelles  ces  formules  fourdes  ou 
incommenfurables  ; nous  en  fournirons  les 
moyens  dans  les  Chapitres  fuivans. 


CHAPITRE  IV. 

De  la  maniéré  de  rendre  rationnelles  les  quan- 
tités fourdes  de  la  forme  y/ a-[-bx-j-cxx. 


38. 

Il  eft  donc  queftion  préfentement  de 
déterminer  les  valeurs  qu’on  peut  adopter 
pour  x , afin  que  la  formule  a-\-bx-\-cxx 
devienne  effettivement  un  quarré,  & par 
çonféquent  qu’on  puifîe  en  afiigner  une 
racine  rationnelle.  Or  les  lettres  a , b & c 
lignifient  des  nombres  donnés  -,  c’eft  de  la 
nature  de  ces  nombres  que  dépend  prin- 
cipalement la  détermination  de  l’inconnue 
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* , & nous  remarquerons  d’avance  que 
dans  bien  des  cas  la  folution  devient  im- 
poffible.  Mais  lors  même  quelle  cft  poff 
fiblè,  il  faut  du  moins  fe  contenter  au 
commencement  de  pouvoir  affigner  pour 
la  lettre  x des  valeurs  rationnelles  , fans 
exiger  précifément  que  ces  valeurs  foient 
même  des  nombres  entiers  ; cette  condi- 
tion entraîne  des  recherches  tout-à-fait 
particulières. 

39- 

Nous  fuppofons  ici , comme  on  voit  ; 
que  la  formule  ne  s’étend  qu’aux  fécondes 
puiflances  de  x ; les  degrés  plus  élevés 
exigent  des  méthodes  différentes , dont 
nous  parlerons  plus  bas. 

Nous  remarquerons  d’abord  que  fi  la 
fécondé  puiffance  même  ne  s y trouvoit  pas , 
& que  c fût  = o , la  queftion  n’auroit 
aucune  difficulté  ; car  fi  \/ a -j-  bx  étoit  b 
formule  propofée , & qu’il  fallût  détermi- 
ner x , de  maniéré  que  a+bx  fût  un  quarré, 
on  n’auroit  qu’à  faire  a-\-bx=yy , d’où  l’on 

D 2 
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obtiendrait  auffi-tot  x=y-^“- ; or  quelque 
nombre  que  l’on  fubftituât  ici  au  lieu  dey , 
il  en  réfulteroit  toujours  pour  x une  valeur 
telle  que  a-\-bx  ferait  un  quarré  , & par 

conféqueht  \/  a-\- b x une  quantité  ration- 
nelle. 


40. 


- Nous  commencerons  donc  par  la  for- 
mule V » + xx , c’eft-à-dire  que  nous  cher- 
cherons pour  x des  valeurs  telles , qu’en 
ajoutant  à leurs  quarrés  l’unité , les  fommes 
l'oient  pareillement  des  quarrés  ; & comme 
iî  cft  clair  que  ces  valeurs  de  * ne  pourront 
être  des  nombres  entiers , il  faudra  fe  con- 
tenter de  trouver  les  nombres  fractionnaires 
qui  les  expriment. 


41. 


Si  on  vouloit,  à caufe  que  1 4- a1*  doit 
être  un  quarré , fuppofer  1 -j-  xx  —yy , on 
aurait  xx=yy — t , (kx=\/yy — » ; ainfî 
il  faudrait  , afin  de  trouver  x , chercher 
pour  y des  nombres  tels  que  leurs  quarrés. 
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diminués  de  l’unité  , donnaient  auffi  des 
quartés  ; & par  conféquent  on  retomberait 
dans  une  qucftion  auffi  difficile  que  la  pre- 
mière, & on  n’auroit  pas  fait  un  pas  ea 
avant. 

11  eft  cependant  certain  qu’il  y a réel- 
lement des  fractions  qui , étant  fubilituées- 
à h place  de  a: , font  que  1 -j-  -x-*-  devient 
•un  quarré  ; on  peut  s’en  convaincre  par  les- 
cas  fui  vans  : 

I.  ) Si  , on  a 1 — |—  jc ac = ^ ; par  con- 

fequent  y j -|-xx  = ?-. 

II. )  *+*  x devient  pareillement  un  quarré  ; 
ii  x ~ , on  trouve  y/  1 -J-arx  = -, 

III. )  Si  on  fait  x — ^ , on  obtient  i-J-xjt 

, dont  la  racine  quarrée  eil  j|. 

Mais  il  s’agit  de  faire  voir  comment  on 
doit  trouver  ccs  valeurs  de  x , de  même 
tous  les  nombres  poffibles  de  cette  cfpccc. 


4a. 

11  y a deux  méthodes  pour  cela.  La  pre- 
mière demande  qu’on  fufîc  y/ 1 -j-xx'=jr‘ 

^ 3 


* - 
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'►j- p ; on  a dans  cette  fuppofition  i -j-  xx 
z=xx-\-ipx-\-pp , où  le  quarré  xx  fe 
détruit  * de  forte  qu’on  peut  exprimer  x 
fans  ligne  radical.  Car  effaçant  de  part  & 
d’autre  xx  dans  1 équation  fufdite , on  trouve 
2px-\-pp=i  , d’où  l’on  tire  x=~F,  quan- 
tité dans  laquelle  on  peut  fubftituer  à p un 
nombre  quelconque,  & même  des  frac-, 
tiens.’ 

/ 

Qu’on  fuppofe  donc  p—~  > on  aura  x 

mm 

■ — & fi  on  multiplie  les  deux  ter- 

n 

mes  de  cette  fraclion  par  nn , on  trouve 

. nn  — - mm 


43- 

Ainfi  , pour  que  i -}-  xx  devienne  un 
quarré  , on  peut  prendre  pour  m & n tous 
lès  nombres  entiers  poflibles,  & trouver 
de  cette  maniéré  pour  x une  infinité  de 
.valeurs. 

Si  l’on  fait  auffi  en  général  X—-n~mm- , 

*n  trouve  i + x.v  = i - > 

1 * . qmmnn, 
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ou  i -\-xx — — fra&ion 

4 rnmnn 

qui  eft  effeélivement  un  quarré  , & qui 

donne  y/  1 “h  xx=~àîr- 
Nous  indiquerons  d’après  cette  folutioit 
quelques-unes  des  moindres  valeurs  de  x. 


[ Si  n = 

1 

3 

3 

4 

4 

i 

5 

3 

5 

11 

B 

3 

1 

1 

1 

1 

t 

1 

2 

1 

4 

jon  q x=z 

2 

£ 

■5 

_7_ 

12 

21 

s 

_9_ 

4 

3 

IL 

JL 

24 

5 

10 

<5 

40 

44. 

On  voit  qu’on  a en  général  i 4 


(nn-J-/n/n  )* 


{nh—mm'Ÿ 


(zrnn  )J 


— , . •;  & fi  on  multiplie  cette 

( imny  r 

équation  par  (imn)' , on  trouve  {ininj 

— mm)*  — ; ainfi  nous 

connoiflons  d’une  maniéré  générale  deux 

quarrés,  dont  la  fomme  donne  un  nouveau, 

quarré.  Cette  remarque  conduit  à la  réfo- 

lution  de  la  queftion  fuivante  : 

Trouver  deux  nombres  quarrés  , dont 

la  fomme  foit  pareillement  un  nombre 

quarré.  D 4 
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On  veut  que  pp- \-qq-=^rr  î on  n’a  donc 
qu’à  faire  p~imn  & q—nn — mm  , & on 
aura  r—nn-\-mm. 

De  plus, comme  (nn+mm)' — ( imn )* 
m ( nn  — mm  )* , on  peut  aufii  réfoudre  la 
queffion  qui  fuit  : 

Trouver  deux  quarrés  dont  la  diffé- 
rence foit  de  meme  un  nombre  quarré. 

Car  fi  on  veut  que  pp — qqz^rr^  on  n’a 
qu’à  fuppofer  p = nn-j-mm  & xq=zimn  , 
& on  aura  r=nn — mm.  On  pourroit  aufïï 
faire p~=.nn-^-mm  & q~nn — mm , & on 
auroit  rz^zimn. 

•;  45- 

Nous  avons  parlé  de  deux  maniérés  de 
donner  à la  formule  1 — |— at  x la  forme  d’un 
quarré  ; voici  l’autre  méthode  : 

Qu’on  fuppofe  ^ , on 
aura  1 -|- xx= ï -j-  ^ i d l’on  fous- 
•trait  de  part  & d’autre  I , onarr=  — 
4~  ~7T,r  > cette  équation  fe  divife  par  x , &: 
par  conféquent  onaAr=“  > ou  nnx 

= imn-\-mmx  , doit  l’on  tire  a: 

. 1 9 nn-mjx 


^Çeggle 
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Ayant  trouvé  cette  valeur  de  x , on  a 
, , a mm  nn 

I 4-  a:  * = i -f-  — i — - , ou 

1 1 n — x m m n n — j—  nr 

n*  A- immnnA- m*  . n , , 

= '■ \ — ■ , ce  qui  eft  le  quarre 

n* — immnn-\-  m 1 1 

de  nn+mm.  Or  comme  il  réfulte  de  là  l’é- 

nn-mm 

, ( imn'Ÿ  ( nn  -f-  mm  ) 

quation  i-f-A- ^7=7 — — ~ , 

nous  aurons  ainlî  que  ci-deffus,  (nn-mm)' 
A~(iTnny  =.(nn-\-mmy , c’eft-à-dire  les 
deux  mêmes  quarrés  dont  la  Tomme  eft 
pareillement  un  quarré. 


46. 

Le  cas  que  nous  venons  de  développer 
d’une  maniéré  détaillée  , nous  fournit  deux 
méthodes  pour  transformer  en  un  quarré 
. la  formule  générale  a.-\-i>x -\-cxx.  La  pre- 
mière de  ces  méthodes  s’applique  à tous 
les  cas  où  c eft  un  quarré  y la  lèconde  le 
rapporte  à ceux  où  a eft  un  quarré  y nous 
nous  arrêterons  à l’une  & à l’autre  fuppo- 
fition. 

I.)  Suppofons  d’abord  que  c foi:  un  quarré. 
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ou  que  la  formule  propofée  foit  a-\-bx 
*\~ffxx  » puifqu’elle  doit  être  un  quarré  y 
nous  ferons  \/a-\-bx  -^ffxx—fx-^  > & 
nous  aurons  a-\-l>x-\-ffxx—ffxx-\-'-£- 
■4- , où  les  termes  affeftés  de  xx  fe  dé- 


truifent , de  forte  que  a- \-bx=^-  + ^ • 
fi  nous  multiplions  par  nn , nous  avons  nna 
x=  imnfx-\-mm  i nous  en  con- 
cluons x = -m*'snn*  Sc  en  fubfiituant  à x 

nnh-imnj  7 

cette  valeur,  nous  trouvons  V a-\-bx+ffx. 

mmf-nnttf  j m mnb-mmf  nn.if 

“ ' nnb-mnf  1 n nnb-imnj  * 


XX 


47- 

Comme  nous  avons  trouvé  pour  x une 
fraétion  , nous  ferons  x — p-,  en  forte  que 
p—mm — nna  , & q=.nnb — imnf  j aifili  la 
formule  a ~ efl:  un  quatre  ; & com- 
me elle  cft  pareillement  un  quarré  , fi  on 
la  multiplie  par  le  quarré  <7  q , il  s’enfuit 
que  la  formule  aqq-\-bpq -\-ffpp  cft  auffi  un 
quarré  , fi  on  fuppofe  p = nzm  — nna  & q 
: —nnb — imnf  11  eft  clair  qu’il  réfulte  de  là 
une  infinité  de  folutions  en  nombres  entiers , 
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parce  que  les  valeurs  des  lettres  m & n 
font  arbitraires. 

48. 

II.  ) Le  fécond  cas  que  nous  avons  à con- 
fidérer , eft  celui  ou  a eft  un  quarré.  Soit 
donc  propofée  la  formule  ff-\-bx-\-cxx t 
dont  il  s’agiffe  de  faire  un  quarré.  Nous 
fuppoferons  pour  cet  effet  yj ff + bx  + exx 
, & nous  aurons  ff-\-bx-\~cxx 
=#+-^4-“%  °ù,  lesfffe  détruifant , 
on  peut  divifer  les  termes  reftans  par  x , 
de  forte  qu’on  obtient  b-\-cx— 
ou  nnb-\-nncx—imnf-\-mmx  , ou  nnex 

ri  r irr.nf-nnb 

' — mmx—imnj — nnb , ou  enfin 
Si  nous  fubftituons  maintenant  cette  va- 
leur à la  place  de  x , nous  avons 

\ff+  ^ + c**  = f+  = nnc:m—y 

& en  faifant  x—jqi  nous  pourrons,  de  la 
même  maniéré  que  ci-deffus , transformer 
en  quarré  la  formule  f f <]  q b p q ~\~  c p p , 

favoir  en  faifant  p=zmnf ■ — nnb  , & f 
z=.nnc — mm. 


J 


E L É M E N s 


(tSo 


49- 

On  doit  diftinguer  principalement  ici  le 
cas  où  <2  = 0,  c’ell-à-dire  où  il  s’agit  de 
faire  un  quarré  de  la  formule  bx -j-  exx  ; 
car  on  n’a  qu’à  fuppofer  y/ /’X-j-c.vx  = — , 
on  aura  l’équation  />x-j-cAr.v  = ^- qui , 
divifée  par  x &:  multipliée  par  nn , donne 
lnn-\-ciinx^xmmx  , & par  conféqucnt  x 

nnb 

mm -cnn* 

Qu’on  cherche,  par  exemple,  tous  les 
nombres  trigonaux  qui  font  en  même  temps 

des  quarrés,  il  faudra  que  ^f-*,  & par  con- 
féquent  aufli  ixx-\-ix , foit  un  quarré. 
ouppolons  que  toit  ce  quarré  , nous 

. r>  - »n 

aurons  znnx-\-  inn  =.mrnx  ^ tx  x=—~_~n'y 
on  peut  fubflituer  dans  cette  valeur  , au 
lieu  de  m & de  n , tous  les  nombres  pof- 
fibles,  mais  on  trouvera  pour  .v  ordinai- 
rement une  fraftion,  quelquefois  cepen- 
dant on  parviendra  aufli  à des  nombres 
entiers;  par  exemple,  f»  /n=3  & k = i, 
on  trouve  x=8 , dont  le  nombre  trîargu- 
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Inire , qui  eft  3 6 , eft  en  même  temps  un 
quarré. 

On  peut  aufli  faire  m = y&cn=^ 
dans  ce  cas  x = — 50  , dont  le  triangle 
1125  eft  en  même  temps  celui  de -f- 498c 
le  quarré  de  3 5 . On  auroit  trouvé  le  même 
réfultat  en  faifant  n = y & m=.  10  } car 
dans  ce  cas  on  a pareillement  x — 49. 

De  même , ûm  = iy&zn  = ii  , on 
trouve  x — 288  , le  nombre  trigonal  en  eft 

- — — — I 44*  2°9  » ce  ftul  eft  un 
quarré  dont  la  racine  eft=i  2 . 1 7=204. 

50. 

Nous  remarquerons  à l’égard  de  ce  der- 
nier cas, que  la  formule  bx~\~cxx  a pu  être 
transformée  en  un  quarré  par  la  raifon 
qu’elle  avoit  un  fadeur  , favoir  x ; cette 
obfervation  nous  conduit  à de  nouveaux 
cas,  danslefquels  la  formule  <z-}-^.v-{-cxx- 
peut  pareillement  devenir  un  quarré  , lors 
même  que  ni  a ui  c ne  font  des  quarrés. 

Ces  cas  font  ceux  où  a~\-bx-\-cxx  peut 
fe  décompofcr  en  deux  fatlcurs  » & cela 


6t  Elément 

arrive  lorfque  bb — j\ac  eft  un  quarré.  Pour 
le  prouver , nous  remarquerons  que  les  fac- 
teurs dépendent  toujours  des  racines  d’une 
équation , & qu’ainfi  il  faut  fuppofer  a-\-bx 
^|-cjrjc  = 0}  cela  pofé,  on  a cxx=. — bx 
— a , &xx  — — — — ' d’où  l’on  tire  x 

=_i +v/£_i,ou*=_i  + V5^ 

& il  eft  clair  que  fi  bb — 4 ac  eft  un  quarré , 
cette  quantité  devient  rationnelle. 

Soit  donc  bb  — 4 ac  = dd  , les  racines 
feront  — c’eft-à-dire  que  x= — ^ ; 
& par  conl'équent  les  divifeurs  de  la  for- 
mule a -\-bx-\-cxx  font 
& fi  on  multiplie  ces  faéleurs  l’un  par  l’au- 
tre, on  retrouve  la  même  formule,  à cela 
près  quelle  eftdivifée  parc,-  car  le  produit 


eft  a*  +t  + £ — & puifque  dd=bb 


bb 


(H 


4e* 


— 4*c , on  a a:*  4-  -4- — - 4- 4-  = ata: 

Ici  4 e c 4 tfc  I 41c 

+ T+7  ; ce  qui  étant  multiplié  par  c , 
donne  cxx-^~bx-^-a.  On  n’a  donc  qu’à 
multiplier  l’un  des  fafteurs  par  c , & on  aura 
la  formule  en  queftion  exprimée  par  le 
produit. 
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(**+.— 0 (*+i+h); 

& on  voit  que  cette  folution  ne  peut  man- 
quer d’avoir  lieu  toutes  les  fois  que  bb+44. c 
eft  un  quarré. 

5i- 

De  1 h réfui  te  le  troifieme  cas  , dans  le- 
quel la  formule  a-f-tx-f-cxx  peut  fe  tranf- 
former  en  un  quarré  , & que  nous  allons 
joindre  aux  deux  autres. 

III.)  Ce  cas,  ainfi  que  nous  l’avons 
infinité , a lieu  lorfque  notre  formule  peut 
fe  repréfènter  par  un . produit , tel  que 
(f~ygx)'Vl~ \-kx).  Pour  faire  de  cette  quan- 
tité  un  quarré , fuppofons  fa  racine  , ou 

yftf+gx'l-ih+kx')  = = nous  au- 

i-ons  (f+gx)  r/,-LI-r\—mm-(f+Z*Y 

nn  * 

<k  en  divifant  cette  équation  par  f-\-gx  s 
on  a i+kx=ZL£l I>,  c’ert-à-dire  h nn 
knnx=fmm-\-gmmx  , & par  conféqueat 

jç  . - fmm  hnn 
knn  -gmm* 
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Pour  éclaircir  ce  réfultat , Toit  propofée 
la  queftion  fuivante  : 

Première  queflion.  Trouver  tous  les  nom- 
bres x , tels  que  fi  du  double  de  leur  quarré 
on  retranche  2 , le  relie  Toit  un  quarré. 

Puifque  c’eft  zxx  — 2 qui  doit  être  un 
quarré , il  faut  faire  attention  que  cette  for- 
mule s’exprime  par  les  faéleurs  fuivans , 
2. . x —J—  i . x — 1.  Si  donc  on  en  fuppofe  la 
racine  =^—,  on  a 2 ( at— 1)  (* — 1) 

mm  (x.y4-i)*  ....  10 

= 1 ; divilant  par  jc  -4—  1 & 

nn  r ‘ 

multipliant  par  nn , on  aura  2 nnx — znn 

= mmx4-mm,  & de  là 

Si  l’on  fait  m— 1 & n=  ! , on  trouve 

x=)  , & zxx  — 2—16=4% 

, Que  fi  m— 3 & n= 2 , on  a x= — 17  ; 

or  comme  x ne  ïe  rencontre  qu’élevé  au 

fécond  degré,  ileft indifférent  qu’on  prenne 

x= — 1 7 ou  at=-|- 1 7 ; l’une  & l’autre  fup- 

pofition  donnent -également  îxx — 2=576 

= 24’. 

53* 
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Seconde  quejlion.  Soit  propofée  la  for- 
mule  6-\-  i^x-\-6xx  pour  être  transfor- 
mée en  un  quarré , nous  avons  ici  a=6 , 
£=i3&c=6  , où  ni  a nie  n’eftun  quarré. 
Qu’on  voie  donc  fi  bb  — 4ac  devient  un 
quarré,  on  trouve  2Ç  ; ainfi  on  eft  sûr  que 
la  formule  peut  être  représentée  par  deux 
fa&eurs;  ces  fafteurs  font  (1+3*)  (3+2*). 
Que leur  racine,  on  aura  (1+3*) 

(3 -f- 2.*)  = ’ ce **e c^lange 

en  yin-\-'Lnnx—  rmm-^-^mmx , d’où  l’on 
tire  Or  afin  quici 

le  numérateur  devienne  pofitif , il  faut  que 
3 nn  foit  plus  grand  que  2 mm  , & par  con- 
féquent  imm  plus  petit  que  3/z/z  y c’eft-à- 
dire  qu’il  faut  que  ^ foit  plus  petit  que  f. 
Quant  au  dénominateur , s’il  doit  devenir 
pofitif,  on  voit  que  3 mm  doit  furpalTer  2 nn  9 
& par  conséquent^  doit  être  plus  grand 
que  L Si  donc  on  veut  trouver  pour  x 
des  nombres  pofitifs , il  faut  prendre  pouf 
Tome  IL  E 
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m&c  n des  nombres  tels  que-"  foit  moin- 
dre que  l & cependant  plus  grand  que 
Soit  par  exemple,  m=6  & n — f , o n 
aura  — = ^ , ce  qui  eft  moindre  que \ & 
évidemment  plus  grand  que  ^ ; c’cfl  pour- 
quoi on  trouve  x = 

54- 

IV.)  Ce  troifieme  cas  donne  lieu  d’en 
confidérer  encore  un  quatrième , qui  eft 
celui  où  la  formule  fe  décom- 

pofe  en  deux  parties , telle  que  la  première 
foit  un  quarré , & que  la  féconde  foit  le 
produit  de  deux  fafteursj  c’eft-à-dire  que 
dans  ce  cas  la  formule  doit  être  repréfentée 
par  une  quantité  de  la  forme  pp~\-qr->  où 
les  lettres  p,  q & r indiquent  des  quantités 
de  la  forme  f-\-gx • 11  eft  clair  que  la  réglé 

pour  ce  cas  fera  de  faire  \/pp-\-qr—p 

• T7ij  impq  mmeq 

+ i car  on  aura pp  + qr=pp  -, 

où  les  pp  s’en  vont , après  quoi  Ton  peut 
divifer  par  q -,  de  forte  qu’on  obtient  r=.~ 
ou  rm/  = zmnp~\-mmq , équation 
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par  laquelle  x le  détermine  facilement. 
Voilà  donc  le  quatrième  cas  dans  lequel 
notre  formule  peut  fe  transformer  en  un 
quarré  ; l'application  en  eft  aifée  , &:  nous 
allons leclaircir  par  quelques  exemples. 

5 5- 

Troijîemc  qucjlion.  On  cherche  des  nom- 
bres x , tels  que  leurs  quarrés , pris  deux 
fois  , foient  de  1 plus  grands  que  d’autres 
quarrés,  ou  bien  que  fi  on  retranche  l’unité 
d’un  de  ces  doubles  quarrés , il  relie  un 
quarré  ; ainfi  que  le  cas  a lieu  pour  le  nom- 
bre 5 , dont  le  quarré  25  , pris  deux-fois, 
donne  le  nombre  5 o , qui  eft  de  1 plus  grand 
que  le  quarré  49. 

11  faut,  d’après  .cet  énoncé , que  zxx — 1 
foit  \pi  quarré  ; & comme  nous  avons  , 
fuivant  notre  formule  , a= — 1 , b=o  & 

1 

c=2 , on  voit  que  ni  a ni  c n’ell  un  quarré  , 
& que  de  plus  la  quantité  propofée  ne 
peut  être  décompofée  en  deux  faéleurs , 
puifque  bb — 4 ac=%  n’ell  pas  non  plus  un 
quarré  -,  de  forte  qu’aucun  des  trois  premiers 

E a 
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cas  n’a  lieu.  Mais , fuivant  le  quatrième  ; 

cette  formule  peut  être  repréfentée  par 

xx-}-(xx — i)=jrar-{-(x — i ) (jc— |—  i ).  Si 

donc  on  en  fuppofe  la  racine  = x + — ^ , 

on  aura  + (*+ 1 ) (*  — i)  =**+ 

-\-mm(x4- 1)*  , 

— — - ; cette  équation  , apres 


avoir  effacé  les  xx  & divifé  les  autres  ter- 
mes par  x -J-  i , donne  nnx — nn  =?  zmnx 
+ mm  d’où  l’on  tire  x — ~m——  ; & puif- 
que  dans  notre  formule  zxx — i , le  quarré 
xx  fe  trouve  feul , il  eft  indifférent  qu’on 
trouve  pour  x des  valeurs  pofitives  ou  né- 
gatives. On  peut  d’abord  même  écrire  — rn 
au  lieu  de  + m , afin  d’avoir  x — - am+H’L- 
Si  on  fait  icim=i  tkn  = i , on  trouve 
jr=i  & xxx — 1=1  ; que  fi  on  fait  r 
&n  = i , on  trouve  x = - & zxx — 1=  — * 
enfin , fi  on  fuppofoit m=i  & n = — z 9 
on  trouveroit  xz=, — 5,  oux=-|-5,&; 
zxx — 1 = 49. 


;k 
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56. 

Quatrième  quejlion.  Trouver  des  nom- 
bres dont  les  quartés  doublés  & augmentés 
de  2 , foient  pareillement  des  quarrés.  Un 
tel  nombre  par  exemple  eft  7 , le  double 
de  fon  quarré  eft  98 , & fi  on  y ajoute  2 , 
on  a le  quarré  100. 

Il  faut  donc  que  2xx-f- 2 foit  un  quarré, 
& comme  a— 1,  è = o&  c = 2;de  forte 
que  ni  a ni  c t ni  bb  — 4 ac  ou — 1 6 , ne  foilt 
des  quarrés , il  faudra  recourir  à la  qua- 
trième réglé. 

Suppofons  la  première  partie  = 4,  la 
féconde  fera  2xx — -2  = 2(x-|-i)  (x— 1), 
ce  qui  donne  à la  quantité  propofée  la 
forme  4-f-2  (x-j-i) 

Que  2-f-^^en  foit  la  racine  , nous 
aurons  l’équation  4-\-z  (x-j-i)  ( x — 1)  =4 

, 1 4^0 où  Ies  fe  re_ 
1 a 1 nn  7 

tranchent , de  façon  qu’après  avoir  divifé 
les  autres  termes  par  x-j-i  , on  a znnxr 
— znn  = 4mn  -\-mmx  -\-mm  , & par  cou- 
fequent  Jr=-^r^r-. 

E î 
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Si  on  fait  dans  cette  valeur  m=i  & 
n=  i , on  trouve*:=7 , & xxx-\-x=ioo. 
Mais  fi  m = o&cn—i  ,ona  x = i & zxx 
+ 1 = 4- 

57- 

Il  arrive  fouvent  aufli  que,  lorfqu’au- 
cune  des  trois  premières  réglés  n’a  lieu 
on  ne  peut  trouver  comment  la  formule 
peut  fe  décompofer  en  deux  parties  telles 
que  la  quatrième  réglé  les  demande. 

Par  exemple , s’il  ell  queftion  de  la  for- 
mule 7 — }—  1 5 1 3 a'jc  , la  décompofition 
dont  nous  parlons  ell  à la  vérité  poffible , 
mais  la  façon  de  la  faire  ne  fe  préfente  pas 
d’abord  à l’efprit  ; elle  exige  qu’on  fuppofe 
la  première  partie  = (i — x)'  ou  i — zx 
,4-  xx , de  façon  que  l’autre  ell— 6 ~\~iyx 
H-  izxx  ; & on  reconnoît  que  cette  partie 
a des  faéteurs,  parce  que  171  — 4.6. 11 
étant  = 1 , eft  un  quarré.  En  effet  les  deux 
fa&eurs  font  (x  — {—  3*)  ( 3 — }—  4X)  > de  forte 
que  la  formule  devient  ( 1 — x)'  + ( 1 + 3 x) 
(3  -f-4*) , & qu’on  peut  maintenant  la  ré- 
foudre par  la  quatrième  réglé. 


Digitized  b y Googli 


t.  _ 


D*  A L G E B J?  £',  fr 

. Mais , ainfi  que  nous  l’avons  infmué , on 
ne  doit  pas  prétendre  que  cette  décompo- 
fition  fe  trouve  fur-le-champ  ; c’eft  pour- 
quoi nous  indiquerons  encore  une  voie  gé- 
nérale , pour  reconnoître  préalablement  fi 
la  réfolution  d’une  telle  formule  eft  pofli- 
ble  ou  non  ; car  il  y en  a une  infinité  qui. 
ne  peuvent  fè  réfoudre  du  tout  : telle  eft  , 
par  exemple , la  formule  $xx-\-x  , qui  ne 
peut  en  aucun  cas  devenir  un  quarré.  D’un 
autre  côté  il  fuffit  de  connoître  un  feul  cas 
où  une  formule  eft  poflible  , pour  en  trou- 
ver enfuite  facilement  toutes  les  folutions  ; 
c’eft  fur  quoi  nous  allons  entrer  dans  quel- 
que détail. 

58. 

On  remarquera  , d’après  ce  que  nous 
venons  de  dire  , que  tout  l’avantage  qu’on 
peut  fe  promettre  dans  ces  occafions , c’eft 
de  déterminer  ou  de  deviner  , pour  ainfi 
dire  , quelque  cas  dans  lequel  une  formule 
telle  que  a bx  -[-  cxx , fe  transforme  en 
un  quarré;  &:  la  voie  qui  fe  préfente  na- 

E4 
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turellement  pour  cela  , eft  de  fuppofer  fuc- 
ceflivement  pour  x de  petits  nombres,  jus- 
qu’à ce  qu’on  rencontre  un  cas  qui  donne 
un  quarré. 

Or , comme  x peut  être  un  nombre  rom- 
pu , qu’on  commence  par  fubftituer  en  gé- 
néral à x une  fraéHon  telle  que  - ; & fi  la 
formule  a.  -J-^f  qui  en  réfulte  , eft  un 


quarré , elle  le  fera  pareillement  après  avoir 
été  multipliée  par  uu  ; de  forte  qu’il  ne 
reftera  qu’à  tâcher  de  trouver  pour  t & 
pour  u des  valeurs  en  nombres  entiers  , 
telles  que  la  formule  auu-\-btu-\-ctt  foit  un 
quarré.  11  eft  évident  qu’après  cela  la  fup- 
pofition  de  x =,  ' ne  peut  manquer  de  faire 
trouver  le  formule  a*\*bx-\-cxx  égale  à 
un  quarré. 

Si  enfin , quoi  qu’on  fafie , on  ne  parvient 
à aucun  cas  fatisfaifant , on  a tout  lieu  de 
foupçonner  qu’il  eft  tout-à-fait  impofïible 
de  transformer  la  formule  en  un  quarré  , 
ce  qui , comme  nous  l’avons  dit  , arrive 
très-fréquemment. 
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Préfentement  nous  ferons  voir  que  , 
lorfqu’au  contraire  on  a déterminé  un  cas 
fatisfaifant , il  eft  facile  de  trouver  tous  les 
autres  cas  qui  donnent  pareillement  un 
quarré  5 on  verra  en  même  temps  que  le 
nombre  de  ces  folutions  eft  toujours  infi- 
niment grand. 

Confidérons  d’abord  la  formule  z+jxx 
J où  a = x , b = o & c = 7 , elle  devient 
évidemment  un  quarré , fi  l’on  fuppofe  x , 
= 1 ; qu’on  fafte  donc  x=  1 -y , on  aura, 
xx—i-\-zy-\-yy , & notre  formule  devient 
94"  1Ay-\~iyy  » OÙ  le  premier  terme  eft 
un  quarré  } ainfi  nous  fuppoferons  , con- 
formément à la  fécondé  réglé  , la  racine 
quarrée  de  la  nouvelle  formule  =3 
& nous  aurons  l’équation  9 -J-  1 4/  -f-  yyy 
= 9 -J-  6nny  -f  - — , où  nous  pouvons  effacer 
9 de  part  & d’autre , & divifer  par  y ,•  cela 
fait,  nous  aurons  i\nn  -J- 7 ny  = 6mn 
*\-mtny  ,•  donc  v = , & conféqucm- 
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6mn — nnn — m1  v „ 

mentxzz= - , ou  Ion  peut 

’jnn  — mm 

adopter  pour  m & n telles  valeurs  qu’on 
veut. 

Si  on  fait  m=i  Sz  n=i  , on  a x = — ; 
ou  bien  aufli , puifque  la  fécondé  puiHance 
de  x eft  feule,  x = -j-^  > donc  x-\--"jxx 

15 

9 

Si  ot  = 3 & n=  i jOn  a x= — i , ou  x 

*=+  i. 

Mais  fi  m = y & n= — i , on  a x—  17  j 
ce  qui  donne  x-^yxx  — 1015  , le  quarré 
de  15. 

Suppofons  auffi  m—  8 & n = 3 , nous 
aurons  de  même  x— — 17  ou  *=-■{-  17. 

Mais  en  faifant  m = S &z  n — — 3,  on 
trouve  x ==  27 1 ; de  forte  que  2 -}-  7 x x 
= 5 14089  = 717% 

60. 

Examinons  à préfent  la  formule  j x x 
*4“  3* -{-7  , qui  devient  un  quarré  par  la 
fuppofition  de  x— — 1.  Si  nous  faifons  par 
cette  raifon  xz=zy — 1 , notre  formule  fe 
change  en  celle-ci  : 


r-y 
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5JVCK — ïoy+5 

+ 37—3 
4-7 


7$ 


507—  7X4-9  » 

dont  nous  fuppoferons  la  racine  quarrée 
= 3 — y > moyennant  cela  nous  aurons 

TO'-77+9  = 9-?+=f>°"  W 

— ynn— — 6mn-\-mmy;  d’où  nous  tirons 

rnn-Cmn  o c inn-Gtnn+mm 

y=  ——z,*  & enfin  x — — — — f 
Soit  m=i&:/z=i,on  ax= — 6 , & 
par  conféquent  5 x x 4-3*  4“  7=  1 ^ 9=  1 3 *. 

Mais  fî  m— — x & n = 1 , on  trouve  * 
s=i8,&  5jrx-}~3^-f-7=  1681=41% 


6l. 


Confidérons  maintenant  cette  autre  for- 
mule 7-r.Y-f-  1 5 jc4“  J 3 y °ù  nous  ne  Pou_ 
vons  que  commencer  par  la  fuppolition  de 
x = j ; ayant  fubftitué  & multiplié  par  nu\ 
nous  avons  la  formule  ’jtt— [-  1 5 tu  4-i  3 UK  y 
qui  doit  être  un  quarré.  Eflayons  donc  de 
prendre  quelques  petits  nombres  pour  les 
valeurs  de  * & de  u,  > 
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Soit  r=i  & a=  i , la  formule  deviendra  = 

r=i  & u—  i , = 7* 

/=i  & a= — i , — = 1 1 

t—  3 & «— i , =iii. 


Or  ixi  étant  lin  quarré,  c’eft  ligne  que 
la  valeur  de  x=  3 fatisfait  j fuppofons  donc 
— |—  3 , & nous  aurons , en  fubftituant 
dans  la  formule , 'jyy  41^  03  -{-  1 5y 

+ 45+I3»  ou7jy7+57y  + IiI*Soitla 

racine  = 1 1 -|-™  ? nous  aurons  7X/+  57/ 

+ izi  = izH-^P+^,0U7n/ty+57^/i 

= 11/72/1 -f-  /n/ray,-  donc  y— 

, ^6nn-'izmn^-^mm 
mm-jnn  * 

Soit  par  exemple  /77  = 3&n=i,on 
trouve  x= — *-,&  la  formule  devient  yxx 
+«î*+i3=2=(iy. 

Soit  m=  1 & n—  1 , on  trouve  x= — y* 
(i'n=3&/z  = — 1,  on  a x =-y , & la 
formule  7xx-f-i  5*^13  =^^=(^?)*. 

62. 

Mais  fouvent  on  perd  fa  peine  à cher- 
cher un  cas  011  la  formule  propofée  puifle 
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Revenir  un  quarré.  Nous  avons  déjà  dit 
que  3 xx  -j- 1 eft  une  de  ces  formules  intrai- 
tables , & on  verra , en  lui  donnant  d’après 
la  réglé  la  forme  yt-\-j.uu  t qu’en  effet, 
quelques  valeurs  que  l’on  donne  à t & à u , 
cette  quantité  ne  devient  jamais  un  nom- 
bre quarré.  Et  comme  les  formules  de  cettô 
efpece  font  en  très-grand  nombre , il  vau- 
dra la  peine  d’indiquer  quelques  cara&cres 
auxquels  on  puiffe  reconnoître  leur  impofi* 
fibilité  , afin  qu’on  foit  fouvent  difpenfé 
par- là  d’un  tâtonnement  inutile  : c’efl  à quoi 
nous  deftinons  le  Chapitre  fuivant. 


CHAPITRE  V. 

Des  cas  où  la  formule  a -[-bx-f-CXX  n& 
peut  jamais  devenir  un  quarré . 

63. 

V^omme  nôtre  formule  générale  ell  de 
trois  termes , nous  obferverons  d’abord 
quelle  peut  toujours  être  transformée  en 
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. une  autre  , dans  laquelle  le  terme  moyen 
manque.  Cela  fe  fait  en  fuppofant  x —y~  ; 
cette  fubftitution  change  notre  formule  en 
celle-ci , — 4c—  > ou  — ^ ' > 

& puifqu’elle  doit  être  un  quarré , qu’on 
tafaffe  — ”,on  aura  4 ac — bb -\-yy=z 
& par  conféquentyy^o^-j-^ — 40c.  Lors 
donc  que  notre  formule  fera  un  quarré  , 
cette  derniere  o^^\-bb — 4 ac  le  fera  pareil- 
lement j & réciproquement,  fi  celle-ci  eft 
un  quarré  , la  propofée  le  fera  de  même. 
Par  conféquent , fi  on  écrit  râla  place  de 
bb — 4 ac  , tout  reviendra  à déterminer  fi 
une  quantité  de  la  forme  -t  peut 
devenir  un  quarré  ou  non.  Et  comme  cette 
formule  ne  confifte  qu’en  deux  termes  , il 
efl:  certainement  beaucoup  plus  fecill  par-là 
de  juger  fi  elle  efl  poffible  ou  fi  elle  ne 
l’eft  pas  ; c’efl  au  refte  la  nature  des 
. nombres  donnes  c & t , qui  doit  nous 
guider  dans  cette  recherche. 
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64.  ' - 

Il  eft  clair  que  fi  t=o  , la  formule 
ne  peut  devenir  un  quarré  que  dans  le  cas 
où  c eft  un  quarré  j car  le  quotient  de  la 
divifion  d’un  quarré  par  un  autre  quarré 
étant  pareillement  un  quarré,  la  quantité 
ctf  ne  peut  être  un  quarré , à moins  que  ~ , 
c’eft-à-dire  c , n’en  foit  un.  Ainfi  quand  c 
n’eft  pas  un  quarré , la  formule  cpj  ne  peut 
en  aucune  maniéré  devenir  un  quarré  -,  & 
au  contraire  , fi  c eft  par  foi- même  un 
quarré , fera  de  même  un  quarré  , 
quelque  nombre  que  l’on  adopte  pour 

65. 

Si  nous  voulons  porter  un  jugement  fur 
d’autres  cas , il  nous  faudra  recourir  à ce 
que  nous  avons  dit  plus  haut  au  fujet  des 
■différentes  efpeces  de  nombres  confidérés 
' relativement  à leur  divifion  par  d’autres 
nombres. 

Nous  avons  vu  par  exemple  que  le 
divifeur  3 donne  lieu  k trois  efpeces  dif- 
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fércntes  de  nombres  : la  première  comprend 
les  nombres  qui  font  divifibles  par  3 , & 
qu’on  peut  exprimer  par  la  formule  3/2. 

La  fécondé  efpece  comprend  les  nom- 
bres qui , divifés  par  3 , laiflent  1 de  refte  , 
& qui  font  contenus  dans  la  formule  3/2 -J-  r* 

A la  troifieme  efpece  appartiennent  les 
nombres , où  le  réfidu  de  la  divifion  par 
3 eft  x , & qui  fe  repréfentent  par  l’ex- 
preflion  générale  3/2-}- 2,. 

Or , puifque  tous  les  nombres  font  con- 
tenus dans  ces  trois  formules , confidérons- 
en  les  quartés.  D’abord , s’il  s’agit  d’un 
nombre  qui  foit  compris  dans  la  formule 
372 , nous  voyons  que  le  quarré  de  cette 
quantité  étant  9/2/2 , il  eft  diviftble  non-feu- 
lement par  3 , mais  aufli  par  9. 

Que  ft  le  nombre  donné  eft  compris  dans 
la  formule  3/2-}- 1,  on  a le  quarré  9/2/2 
-j-  6/2  -J- 1 , qui , divifé  par  3 , donne  3/2/2 
-}-i/2  avec  le  réfidu  i,&  qui  par  confé- 
quent  appartient  de  même  à la  fécondé 
efpece  3/2-}- 1. 

Enfin , fi  le  nombre  en  queftion  eft 

compris 
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compris  dans  la  formule  3^2  z , °n  a à 
confidérer  le  quarré  9/2/z -f-  ia/i-f-4  ; fi  on, 
le  divilè  par  3 , on  trouve  3/7/z— j— 4/z— f—  i, 
& 1 de  refie  ; de  forte  que  ce  quarré  ap- 
partient , ainfi  que  le  précédent , à l’efpece 

11  eft  clair  par-là  que  les  nombres  quarrés 
en  général  ne  font  que  de  deux  elpeces 
relativement  au  divifeur  3 ; car , ou  ils  font 
divifibles  par  3 , & dans  ce  cas  ils  font 
néceflairement  aufli  divifibles  par  9 ; oq 
bien  ils  ne  font  point  divifibles  par  3 , 
dans  ce  cas  il  y aura  toujours  1 de  réfidu 
& jamais  2.  Par  cette  raifon  aucun  nombre 
contenu  dans  la  formule  3/1 -[-2,  ne  peut 
être  un  quarré. 

66. 

Il  nous  eft  facile , au  moyen  de  ce  que 
nous  venons  de  dire , de  faire  voir  que  la 
formule  3 xx-\-i  ne  peut  jamais  devenir  un 
quarré  , quelque  nombre  entier  ou  frac- 
tionnaire qu’on  veuille  fubftituer  à x.  Caç 
ü x eft  un  nombre  entier  , & qu’on  divife 
Tome  II.  F 
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la  formule  3 jtx-— {— 2-  par  3 , il  refte  1 ; donc 
elle  ne  peut  être  un  quarré.  Enfuite  fi  x 
eft  une  fraffion  , nous  l’exprimerons  par 
& nous  fuppoferons  qu’elle  eft  déjà  ré- 
duite à (es  moindres  termes , & que  t & u 
n’ont  d’autre  commun  divifeur  que  1.  Afin 
donc  que  —■  -f- 1 fût  un  quarré  , il  faudroit, 
en  multipliant  par  uu  , que  yt-\-ruu  fût 
de  même  un  quarré  * or  c’eft  ce  qui  ne  le 
peut  : car  remarquons  que  le  nombre  u 
eft  divifible  par  3 , ou  qu’il  ne  l’eft  pas  £ 
s’il  l’cft , t ne  le  fera  pas , parce  que  / & u 
n’ont  pas  de  commun  divifeur  ; c’eft  pour- 
quoi , fi  on  fait  u =.  3 ft  comme  la  formule 
devient  =3rr-|-  18 ff,  on  voit  bien  qu’on 
ne  peut  la  divifer  par  3 qu’une  fois  & pas 
davantage , comme  il  faudroit  pouvoir  le 
faire  fi  elle  étoit  un  quarré } en  effet , en 
divifant  d’abord  par  3,  on  a Or 

fi  d’un  côté  6ff  eft  divifible  par  3 , de" 
l’autre  tt  étant  divifé  par  3 , laifle  1 de 
refte.  Suppofons  à préfent  que  u ne  foit  pas 
divifible  par  3,  & voyons  ce  qui  refte. 
Puifque  le  premier  terme  eft  divifible  par  3 4 
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il  s’agira  uniquement  de  favoir  quel  réfidu 
donne  le  fécond  terme  xuu.  Or  uu  étant 
divifé  par  3 , donne  le  refte  1 , c’efi-à-dire 
que  c’eft  un  nombre  de  l’efpece  3/2—}—  1 ; 
ainfi  xuu  eft  un  nombre  de  l’efpece  6n  -j-  x , 
& en  le  div  fiant  par  3 il  laide  x de  refte  ; 
par  conféquent  notre  formule  %tt  'xuu , 
{ i on  la  divifè  par  3 , donne  le  réfidu  x,  & 
n’eft  certainement  pas  un  nombre  quarré. 

V 

67. 

On  peut  démontrer  de  la  même  ma- 
niéré , que  pareillement  la  formule  yt+^uu 
ne  peut  jamais  être  un  quarré , ni  même 
aucune  des  formules  fuivantes:  ^n-\-Suu , 
3rr-[- 147/2/ , où  les  nombres 
5,8,  11,  14,  &c/  divifés  par  3 , donnent 
a pour  réfidu.  Car  fi  l’on  fuppolc  que  u 
foit  divifible  par  3 , & que  par  conféquent 
t ne  le  foit  pas,  8:  qu’on  fafîe  «=3/,  on 
parviendra  toujours  à des  formules  divi- 
fibles  par  3 , mais  non  pas  diviùbies  par  9. 
Et  fi  « n’eft  pas  divifible  par  3 , & par  con- 
féquent que  uu  foit  un  nombre  de  l’efpece 

F i 
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i , on  auroit  le  premier  terme  ^tt  ÿ 
divifible  par  3 , tandis  que  les  féconds  5 uu  , 
8/m  , 1 i/m&c.  auroient  les  formes  15/1+$  , 
g , 33  /î  — }—  1 1 , &c.  S:  laiflcroient 
conftamment  "l  de  refle,  quand  on  les 
divileroit  par  3. 

68. 

Il  cff  évident  que  cette  remarque  s’étend 
même  jufqu’à  la  formule  générale  3 tt 
+(3n+z).  uu  , laquelle  en  effet  ne  peut 
.jamais  devenir  un  quarré , & pas  meme  en 
prenant  pour  n des  nombres  négatifs.  Si 
on  vouloit , par  exemple , faire  n= — 1 , 
je  dis  qu’il  clt  impofllble  que  la  formule 
yt — uu  puifîc  devenir  un  quarré  $ la  choie 
ell  claire , li  u eft  divifible  par  3 ; 6c  fi  cela 
n’ell  pas  , comme  dans  ce  cas  uu  efi:  un 
nombre  de  l’efpece  3/2-j- 1 , notre  formule 
devient  yt — y — 1 , ce  qui , étant  divifé 
par  3 , donne  le  rélidu  — 1 ou  -j-  1 , en 
augmentant  de  3.  En  général  que  n foit 
= — m , on  aura  la  formule  3// — (3m — i)uu  y 
qui  11e  peut  jamais  devenir  un  quarré. 


y 
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Voilà  jufqu’où  nous  conduit  la  confidé- 
ration  du  divifeur  3 j fi  nous  regardons 
maintenant  aufli  4 comme  un  divifeur  , 
nous  voyons  qu’un  nombre  quelconque 
eft  toujours  compris  dans  une  des  quatre 
formules  fuivantes  : 

I.)  4/2 , II.)  4/2— {—ï  , III.)  4/2- j-i,  IV.)  4^2— 3. 

Le  quarré  de  la  première  efpece  de  ces 
nombres  eft  16/2/2,  & il  eft  par  conféqucnt 
divisible  par  16.  v 

Celui  de  la  fcconde  efpece  4/2— 1 eft 
i6///2-|-8/2-[-i  ; ainfi  en  le  divifant  par  8 , 
il  donne  1 de  refte  j de  forte  qu’il  appar- 
tient à la  formule  8/2  1 . 

Le  quarré  de  la  troifieme  efpece  4/2-}- 
eft  1 6/2/2 -{-1 6/2 -J- 4 j fi  on  divife  par  163 
il  refte  4;  donc  ce  quarré  eft  compris  dans 
la  formule  1 6/z  — 4.  Enfin  le  quarré  de  la 
quatrième  efpece  4/2— 3 , étant  \6nn~\-i4n 
-j-9  , on  voit  qu’en  divifant  par  8 il  refte  1» 


U 


‘É  L Ê M E N S 

70. 

Nous  apprenons  par- là , en  premier  lieu , 
que  tous  les  nombres  quarres  pairs  font 
ou  de  la  forme  1 6n  , ou  de  celle-ci  1 6n 
+ 4 i & conféquemment  que  toutes  les 
autres  formules  paires , favoir  1 6/z— J— z , 1 6n 
-J-6  , 1 6/2— }— 8 , i6«-j-io  , i , \6n 

«-]— 14,  ne  peuvent  jamais  devenir  des  nom- 
bres quarrés. 

Enfuite , que  tous  les  quarres  impairs  font 
contenus  dans  la  feule  formule  8/z— 1 j 
c’eft-à-dire  que  fi  on  les  divife  par  8 , ils 
lailïent  1 de  réfidu.  Et  il  fuit  de  là  que  tous 
les  autres  nombres  impairs , qui  auront  la 
forme  ou  de  8/z-|~3 , ou  de  8/2  —{—5  , ou 
de  ne  pourront  jamais  être  des 

quarrés. 

’ 71- 

Ces  principes  fournirent  une  nouvelle 
preuve  que  la  formule  ^tt-^-iuu  ne  peut 
être  un  quarré.  Car , ou  les  deux  nombres 
u font  impairs,  ou  l’un  eft  pair  & l’autre 





t 
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eft  impair.  Ils  ne  peuvent  être  pairs  l’un 
& l’autre , parce  que  fi  cela  étoit , ils  au- 
roient  au  moins  le  commun  divifcur  2.  Dans 
le  premier  cas  donc,  où  tant  tt  que  uu 
font  compris  dans  la  formule  8/z-|-i,le 
premier  terme  yt  étant  divifé  par  8 , laif- 
feroit  le  réfidu  3 , & l’autre  terme  2 uu  , 
laifleroit  2 $ ainfi  le  rélidu  total  lèroit  5 } 
ainfi  la  formule  en  queftion  ne  peut  être 
un  quarré.  Mais  li  le  fécond  cas  a lieu , 
& que  t foit  pair  & u impair  , le  premier 
terme  yt  fera  divifîble  par  4 , & le  fécond 
terme  2 uu , li  on  le  divife  par  4 , lailfera 
2 de  relie  i ainfi  les  deux  termes  enfemble, 
divifés  par  4 , lailTent  2 de  relie , & ne 
peuvent  par  conféquent  former  un  quarré. 
Enfin , fi  on  vouloit  fuppofer  u un  nombre 
pair  =2/,  & t impair , de  forte  que  tt 
= 8/2— 1 , notre  formule  fe  changeroit  en 
celle-ci,  i4«-f- 3+^77»  quij  diviféepar  8, 
laifle  3 , & ne  peut  donc  être  un  quarré. 

Cette  démonllration  s’étend  aulîi  à la 
formule  3 rr  — ( 8/r— 2)  z/w , pareillement  à 
celle-ci  ( 8 m-\- 3)  /r-j-2«w,  & même  aulfi 

F 4 
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à celle-ci , (8/7z-|~3)/r-j-(8/z-{-x)^ , ou  1 or* 
peut  fubfiituer  à m & à n tous  les  nombres 
entiers  tant  pofitifs  que  négatifs. 

t 

72. 

Mais  allons  plus  loin  & confierons  le 
<3ivifeur  5 , à l’égard  duquel  tous  les  nom- 
bres fe  rangent  en  cinq  clafles  : 

I.)5/z,  lv-)5”+3  > 

V.)5«-}-4. 

Nous  remarquerons  d’abord  que  fi  un 
nombre  eft  de  la  première  efpece  , fon 
quarré  aura  la  forme  x^nn , & fera  par  con- 
séquent divifible  non-feulement  par  5 , mais 
auffi  par  25. 

• Tout  nombre  de  la  fécondé  clafîe  aura 
un  quarré  de  la  forme  î.jnn-\-  io«-f-i  ; 

comme  la  divifion  par  5 donne  le 
réfidu  1 , ce  quarré  fera  compris  dans  la 
'formule 

Les  nombres  de  la  troifieme  efpece  au- 
ront le  quarré  2$,-z«-j-20/z-{-4 , qui,  divifé 
par  5 , donne  4 de  refie. 

*■  • Le  quarré  d’un  nombre  de  la  quatrième 
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efpece  eft  a 5 /z/z  —J—  30/2  —J—  9 ^ fi  on  le  divife 
par  5 , il  reftc  4. 

Enfin  le  quarré  d’un  nombre  de  la  cin- 
quième clafle  eft  150/1-}-  40/1-}-  16  f qu’on 
divife  ce  quarré  par  5 , il  reftera  1. 

Lors  donc  qu’un  nombre  quarré  ne  peut 
être  divifé  par  5 , le  réfidu  de  la  divifion 
fera  toujours  1 ou  4 , & jamais  i ou  3 ; & 
il  s’enfuit  qu’aucun  quarré  ne  peut  être  con- 
tenu dans  les  formules  50-}- 1 & 5/2— {—  3. 

> * 

73*  ' • ; 

Nous  partirons  de  là  pour  prouver  que 
ni  la  formule  5 n-\-xiuiy  ni  celle-ci  5 it 
-\-3111iy  ne  peuvent  être  des  quarrés.  Car, 
ou  bien  u eft  divifiblc  par  5 , ou  il  ne  l’eft 
pas  ; dans  le  premier  cas  ces  formules'fe- 
ront  divifibles  par  5 , mais  elles  ne  le  feront 
pas  par  15  ; donc  elles  ne  pourront  être 
des  quarrés.  Si  au  contraire  u n’eft  pas 
divifiblc  par  5 , uu  fera  ou  50-}-  1 , ou  50 
*-}-4  y & dans  le  premier  de  ces  cas  la  pre- 
mière formule  fe  change  en  celle-ci,  5 rt 
qui,  diviféepar  5 , laifie  i de 
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relie , & la  fécondé  formule  devient  ç/f 
— |—  1 5 fl  -j-  3 > ce  qui  étant  divifé  par  5 , 
donne  3 de  relie , de  forte  que  ni  l’une  ni 
l’autre  ne  peuvent  être  un  quarré  ; quant 
au  cas  de  uu=jn-\- 4 , la  première  for- 
mule devient  5^-f-  io«-|-8 , ce  qui,  divifé 
par  f , laifle  3 -,  & l’autre  devient  5^+15  n 
+ i*,  ce  qui  divifé  par  5 , laifle  x ; ainfi 
dans  ce  cas  les  deux  formules  ne  peuvent 
pas  non  plus  être  des  quarrés. 

On  obfervera  par  un  raifonnement  fem- 
blable  que  ni  la  formule  yt-\-^n-\-x)uu  9 
ni  cette  autre  ^tt-\-^n-\-^)uu , ne  peu- 
vent devenir  des  quarrés,  puifqu’on  par- 
vient aux  mêmes  réfidus  que  nous  venons 
de  trouver.  On  pourroit  même  écrire  dans 
le^remier  terme  aulieu de  5 rr, pourvu 
que  m ne  foit  pas  divilible  par  5. 

74- 

De  ce  que  tous  les  quarrés  pairs  font 
compris  dans  la  formule  4/2 , & tous  les 
quarrés  impairs  dans  la  formule  4/1— ï , & 
que  par  conféquentni  4/1  — , ni  4^4-3  a 
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ne  peuvent  devenir  des  quarrés,  il  s’enfuit 
que  la  formule  générale  ( 4/72— [—3)  tt-\-  ( 4 n 
ne  peut  jamais  être  un  quarré.  Car 
fuppofons  que  t foit  pair  , tt  pourra  être 
divifé  par  4 , & l’autre  terme  étant  divifé 
par  4 , donnera  3 de  refte  ; & fi  nous  fup- 
pofons les  deux  nombres  t & u impairs  , 
les  refies  de  tt  & de  uu  feront  1 , & par 
conféquent  le  réfidu  de  la  formule  entière 
fera  t ; or  il  n’eft  aucun  nombre  quarré  qui, 
diyifé  par  4 , laifle  1 de  refte. 

Nous  remarquerons  aufii  que  tant  m que 
n peuvent  même  être  pris  négativement  f 
ou  = o , & qu’il  s’enfuit  que  les  formules 
yt-\-%uu  & 3 tt — uu  ne  peuvent  pas  non 
plus  fe  transformer  en  des  quarrés. 

75*' 

De  même  que  nous  avons  trouvé  pour 
un  petit  nombre  de  divifeurs , que  quelques 
efpeces  de  nombres  ne  peuvent  jamais  de- 
venir des  quarrés , on  pourroit  déterminer 
de  pareilles  efpeces  de  nombres  pour  tous 
les  autres  divifeurs.  1 
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Qu’il  s’ngiiTc  du  divifeur  7 , on  aura  à 
diftinguer  lept  différentes  efpcccs  de  nom- 
bres , dont  nous  examinerons  aufîi  les 
quarrés. 


Efpeccs  des 

Leurs*  Quarrés 

font  de 

I\  ombres , 

l’c'fpece  , 

V— — 

-”v 

I.  7 n 

AcJ!Ul 

711 

11.  7/2-}—  1 

^ç/r/z— J— 1 4/7—}—  1 

7«+ 1 

111.  7«4-i 

49/z/z— j— i8/z  -|—  4 

7/7-L4 

IV.  t’/z— |— 3 

49/J/2— 4 z/z— |—  9 

7«4_i 

V.  7 «-}-4 

49««-|-f  6 

7/1-i-î 

VI.  7/2— j— 5 

4 cj/2/2— j — T’  0/7— j — z 5 

7«+4 

VII.  7/z— j— 6 

49/2/2— {—8  4/2— [—3  6 

7«+i- 

Puis  donc  que  les  quarrés  qui  ne  font 
pas  divisibles  par  7 , font  tous  contenus 
dans  les  trois  formules  7/1-}- 1 , 7 «-f-z  , 7 n 
+ 4 , il  dt  clair  q.ue  les  trois  autres  for- 
mules 7/r-j— 3 , 7«-f~5  & ne  s’ac- 

cordent pas  avec  la  nature  des  nombres 

t • ( - v J“»  • 

Guarrcs. 


Pour  entrer  encore  mieux  dans  le  Sens 
de  cette  conclusion , on  remarquera  que 
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la  dcmiere  efpece  7/2— |—  <5  , peut  aufli  s’ex- 
primer par  yn  — v ; que  pareillement  la 
formule  7/2  — f-  5 efi:  la  même  que  7/2 — i, 
& 7/2-}- 4,  la  même  que  yn — 3.  Car, 
cela  pofé  , il  eft  évident  que  les  quarrésdes 
deux  efpeces , yn-\-  1 & yn — 1 , fi  on  les 
divife  par  7 , donneront  le  même  réfidu  1 ; 
& que  les  quarrés  des  deux  efpeces  7/2  — }—  x 
& yn — i , doivent  fè  reffemblcr  de  la 
même  maniéré. 

77- 

En  général  donc,  quel  que  foit  le  di- 
vifeur  , que  nous  indiquerons  par  la  lettre 
d , les  différentes  efpeces  de  nombres  qui 
en  réfultent , font 
dn  ; 

dn-^-\  , dn-\-rL^  dn- {-3  ,&c. 
dn  — 1 , dn  — a , dn — 3 , & c. 
où  les  quarrés  de  dn-\- 1 & dn  — 1 ont  cela 
de  commun,  qu’étant  divilës  par  d , ils 
laiffent  le  refte  1 , de  forte  qu’ils  appar- 
tiennent à la  même  formule  dn-\-i  ; de 
même  les  quarrés  des  deux  efpeces  Jn-^i 
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& dn — x,  appartiennent  à la  même  for- 
mule dn-\-  4.  De  façon  qu’on  peut  conclure 
en  général  que  les  quarrés  des  deux  ef* 
pcces  dn  -J-  a Sx.  dn — a , étant  civiles  par 
d,  donnent  un  même  réfkîu  a<z,ou  celui 
qui  refte  , en  divifant  aa  par  d. 

78. 

Ces  remarques  fufîifent  pour  indiquer  une 
infinitéde  formules,  telles  que  ait+buu, qui 
ne  peuvent  en  aucune  maniéré  devenir  des 
quarrés.  C’eft  ainlî  que  le  divifeur  7 donne 
facilement  à connoitre  qu’aucune  de  ces 
trois  formules  7/r , 7 tt+  5 uu , 7 rr+ 6uu , 
ne  peut  devenir  un  quarré  ; parce  que  la 
divilîon  de  u par  7 ne  donne  pour  réfidu 
que  1 , ou  x ou  4 j &:  que  dans  la  première 
de  ces  formules  il  refte  ou  3 , ou  6 ou  5 , 
dans  la  fécondé , 5 , 3 & 6 , & dans  la 
troifieme,  6,  ou  5 ou  3 , ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  dans  des  quarrés.  Lors  donc  qu’on 
rencontre  de  pareilles  formules , on  eft  sûr 
qu’on  feroitdes  efforts  inutiles  en  cherchant 
il  deviner  quelque  cas  où  elles  deviendroient 
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des  quarrés , & c’eil  pourquoi  les  confidé- 
rationsdanslefquelles  nous  venons  d’entrer, 
ne  laiflent  pas  d’être  importantes. 

Si  au  contraire  une  formule  propofée 
n’eft  pas  de  cette  nature , nous  avons  vu 
dans  le  Chapitre  précédent  qu’il  fuffit  de 
trouver  un  feul  cas  où  elle  devient  un 
quarré  , pour  être  en  état  de  déduire  de 
ce  cas  une  infinité  d’autres  cas  pareils. 

La  formule  propofée  étoit  proprement 
axx-\-b , & comme  on  trouve  ordinaire- 
ment pour  x des  fraftions , nous  avions  fup- 
pofé  x =‘- , en  forte  qu’il  s’agifloit  de  tranfi- 
former  en  un  quarré  la  formule  att-\-buu. 

Mais  il  ne  laifle  pas  d’y  avoir  fouvent 
une  infinité  de  cas  où  x peut  même  être 
afiigné  en  nombres  entiers , & c’efl:  de  la 
détermination  de  ces  cas  que  nous  nous 
occuperons  dans  le  Chapitre  fuivant. 


CHAPITRE  VI. 

Des  Cas  en  nombres  entiers  , où  la  formule 
axx-j-b  devient  un  quarré. 

79- 

^îous  avons  déjà  fait  voir  plus  haut 
comment  on  doit  transformer  des  formules 
telles  que  a~\-bx-\-cxx , ii  on  veut  en 
retrancher  le  fécond  terme  ; ainfi  nous 
n’étendrons  qu’à  la  formule  axx-\-b  les  re- 
cherches prélèntes,  où  il  s’agira  de  trouver 
pour  x uniquement  des  nombres  entiers , 
qui  puiflent  transformer  cette  formule  en 
un  quarré.  Or  il  faut , avant  toutes  chofes , 
qu’une  telle  formule  foit  poflible  ; car  fi  elle 
ne  l’eft  pas , on  ne  trouvera  pas  même  pour  ’ 
x des  valeurs  fractionnaires , bien  loin  de 
pouvoir  trouver  des  nombres  entiers. 

8 O. 

Qu’on  fuppofe  donc  axx-\-b=yy , où 
a & b font  des  nombres  entiers  , & où  x 

& 
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& y doivent  être  de  même  des  nombres 
entiers. 

Or  il  eft  abfolument  néceffinre  ici  qu’on 
fâche,  ou  qu’011  ait  déjà  trouvé  un  cas  en 
nombres  entiers , fans  quoi  ce  feroit  une 
peine  perdue  de  chercher  d’autres  cas  fem- 
blables,  puifqu’il  fe  pourroit  que  la  for- 
mule fût  impoffible. 

A in  fi  nous  fuppoferons  que  cette  for- 
mule devienne  un  quarré,  fi  l’on  fait  x—f  \ 
& nous  indiquerons  ce  quarré  par  gg  3 en 
forte  que  aff-\-b—gg , onfik g font  des 
nombres  connus.  Tout  fe  réduit  donc  à 
déduire  de  ce  cas  d’autres  cas  fcmblables  ; 
& cette  recherche  eft  d’autant  plus  impor- 
tante , qu’elle  eft  fujette  à des  difficultés 
conlidérables  que  nous  v iendrons  cependant 
à bout  de  furmonter  par  les  artif  ces  qu’on 
verra. 

8l. 

Puifqu’on  a déjà  trouvé  aff-\-b=gg  3 & 
que  d’ailleurs  il  fuit  auffi  que  uxA*-j-é=yy, 
fouflrayons  la  première  équation  de  la 
Tome  II,  G 


$8  E L È M E N 5 

fécondé , & nous  en  aurons  une  nouvelle  , 
axx — aff=yy — gg , qui  peut  fe  repré- 
fenter  par  des  faveurs  de  la  maniéré  fui- 
vante , a (*+/)  ( x—f)=(y+g)  (y— g)  , 
& qui  en  multipliant  de  plus  les  deux  mem- 
bres par  pq  y devient  apq  (x-\-f)  ( x — j ) 
—pq  (y — g)’  Si  nous  décompo- 

fons  maintenant  cette  équation , en  faifant 

aP(x+f)=9  (y+g)  > & 9(x— f) 

— p ( y — g),  nous  pourrons  tirer  de  ces 
deux  équations  des  valeurs  des  deux  lettres 
x&y.  La  première , divifée  par^,  donne 
la  fécondé,  divifée  par  p% 
donne  y — g—q—^r j fouftrayant  cette  der- 
nière égalité  de  l’autre , on  a rg 


— (*pp-9i)*+(*pp+n)f  ......  , . 

Tt ’0U  1P9g=(aPP~qq)x 

+ ( app  -j-  qq  )f  i donc  x — (ûpp  - ”)f 


app-11 


& par -là  on  obtient  y :=  p- -4- 

J O I app-c 


*PP~19 


(app-t-qq  ) fq  qf  r i 'PP  19 

~T4p-ii)p  Et  comme  dans  cetre  der- 
nière valeur  les  deux  premiers  termes, 
contenant  tous  deux  la  lettre  g , peuvent 
être  mis  fous  la  forme ^w-w)  & aue  jes 

deux  autres  termes,  contenant  la  lettre^'. 
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peuvent  s’exprimer  par  — tous  les 
termes  feront  réduits  à la  même  dénomi- 
nation  , & on  aurajy  — 

82. 

Ce  procédé  femble  d’abord  ne  point  con- 
venir à notre  but , puifque  devant  trouver 
pour  x & pour ^ des  nombres  entiers,  nous 
fommes  parvenus  à des  réfulrats  fra&ion- 
naires,  & qu’il  s’agiroit  de  traiter  cette 
nouvelle  queftion , quels  nombres  on  peut 
fubftituer  à p & à q pour  que  les  fraftions 
difparoiflent  ? queftion  qui  paroît  plus  dif- 
ficile encore  que  notre  queftion  principale. 
Mais  on  peut  employer  ici  un  artifice  par- 
ticulier , qui  nous  fera  parvenir  facilement 
au  but  j nous  allons  l’expliquer  : 

Comme  tout  doit  être  exprimé  en  nom- 
bres entiers  , faifons^^=/w  , & --- 
pour  avoir  x — ng — mft  (ky—mg 
— naf. 

Or  nous  ne  pouvons  pas  prendre  ici  m Sc 
n à volonté , puifque  ces  lettres  doivent  le 
déterminer  de  façon  à répondre  aux  déter- 

G 2 
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minutions  précédentes  ; ainli  nous  confidé- 
rerons  pour  cet  effet  leurs  qùarrés,  & nous 

aap*-\-zappqq-\-q* 
verrons  que  mm  — — L — iJ-Li—'-J. 

aap* — 'iaPPcicl~T  i* 

& nn— IFPVÎ — & que  par 

aap* — z a p p q q -j- q* 

conféquent  mm  — ann 

_aap>-\-  zappqq-\-q*  — ^appqq 

aap * — zappqq- \-q* 

__aap*  — zappqq- 

aap*  — zappqq- \-q* 

83. 

On  voit  par-là  que  les  deux  nombres 
m & n doivent  être  tels  que  mm— ann  -|-i. 
Ainiï , comme  a eft  un  nombre  connu , il 
faudra  commencer  par  fonger  aux  moyens 
de  déterminer  pour  n un  nombre  entier  , 
tel  que  ann-\- 1 devienne  un  quarré;  car 
après  cela  m fera  la  racine  de  ce  quarré  ; 
& quand  on  aura  déterminé  pareillement 
le  nombre  f , de  maniéré  que  aff-\-b  de- 
vienne un  quarré,  favoir  gg,  on  aura  pour 
x & pour  j' les  valeurs  fuivantesen  nombres- 
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entiers,  x=ng — mf  Scy—mg — naf , Se 
enfin  par-là  axx-\-b—yy. 

84» 

Il  eft  évident  qu’ayant  une  fois  trouvé 
m & n,  on  peut  écrire  à leur  place  — ni 
& — «,  parce  que  le  quarré  nn  ne  laiffe 
pas  de  relier  le  même. 

Mais  nous  avons  fait  entendre  que  pour 
trouver  x & y en  nombres  entiers , de  ma- 
niéré que  axx-\-b=iyy , il  falloit  d’abord 
connoître  un  cas,  tel  que  aff-\-b=gg; 
lors  donc  qu’on  aura  trouvé  un  femblable 
cas , il  faudra  tâcher  encore  de  connoître , 
outre  le  nombre  a , des  valeurs  de  m Se 
de  «,  telles  que  ann-\-i  — mm  , & nous 
en  donnerons  la  méthode  dans  la  fuite. 
Quand  enfin  tout  cela  fera  fait,  on  aura 
un  nouveau  cas , lavoir  x = ng-\-mf  \ Si  y 
= mg-\~  nafy  & après  cela  axx~]^b—yy. 

Mettant  enfuite  ce  nouveau  cas  à la 
place  du  précédent , qu’on  avoit  regardé 
• comme  connu  ; c’eft-à-dire , écrivant  n g 
- \-mj  au  lieu  de  f,  & mg-\-nafzxx  lieu  de  g,, 

G 3 
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on  aura  pour  x & y de  nouvelles  valeurs  , 
par  lcfquelles , fi  on  les  lubftitue  à x & à 
y , on  en  trouve  enfuite  d’autres  nouvelles , 
& ainfi  de  fuite  aufli  loin  qu’on  voudra  ; 
de  forte  qu’au  moyen  d’un  feul  cas  qu’on 
connoiffoit  d’abord , on  en  détermine  après 
cela  une  infinité  d’autres. 

85. 

La  maniéré  dont  nous  fommes  parvenus 
à cette  folution  étoit  aflez  embarraflee , & 
paroifioit  d’abord  nous  éloigner  de  notre 
but , puifqu’elle  nous  avoit  conduits  à des 
fraftions  compliquées  qu’un  hafard  favo- 
rable a feul  pu  réduire  ; il  fera  donc  à pro-  - 
pos  d’indiquer  une  voie  plus  courte , qui 
conduit  à la  même  folution. 

86. 

Puifqu’il  faut  que  axx-^-b=yyf  &que 
l’on  a déjà  trouvé  aff-\-b=gg,  la  première 
équation  nous  donne  b— y y — axx , & la 
fécondé  donne  b— g g — &ffi  par  confé- 
quent  il  faut  aufli  qu eyy — axx=gg — afft 
& tout  fe  réduit  maintenant  à déterminer 


I 

* 

1 
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les  inconnues  x ècy  par  le  moyen  des  quan- 
tités connues g.  On  voit  que  pour  cet 
effet  on  pourroit  faire  Simplement  x —f 
—g  i mais  on  voit  auffi  que  cette  fup- 
po/ition  ne  fourniroit  pas  un  nouveau  cas 
outre  celui  qu’on  connoiffoit  d’avance. 

Ainfi  nous  fuppoferons  qu’on  ait  déjà 
trouvé  pour  n un  nombre  tel  que  ann-j-  1 
foit  un  quarré , ou  bien  que  ann-f 1 =mm  ; 
cela  pofé , nous  avons  mm — ann=.  1 ; & 
en  multipliant  par  cette  équation  la  der- 
nière que  nous  avions  ci-deffus , nous  trou- 
vons auffi  que  yy — ax  x—(gg — aff) 
( mm  — anh)=ggmm  — affmm — a g tin 
• - aaffnn . Suppofons  à préfent y =gm 
+ afn  > nous  aurons  ggmm~\~zaf gmm 
aaffnn — axx—ggmm — affmm — açgnn 
-j-  aaffnn  , où  les  termes  ggmm  & aaff  nn  fe 
détruifent  ; de  forte  qu’il  reffe  axx— affmm 
'f-àggnnf-iafgmn , ou  xx  =ffmm  -\-ggnn 
■f-zfgmn  ; or  cette  formule  eft  évidem- 
ment un  quarré  , & donne  x—fm  ~|- gn  ; 
ainfi  nous  avons  trouvé  pour  x & y les 
mêmes  formules  que  ci-defl'us. 

G 4 
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87. 

Il  fera  néceflaire  maintenant  de  rendre 
cette  folution  plus  claire  , en  l’appliquant 
à quelques  exemples. 

Première  quejlion.  Trouver  pour  x tou- 
tes les  valeurs  en  nombres  entiers  , telles 
que  xxx  — 1 devienne  un  quarré , ou  qu’on 
ait  xxx  — 1 -yy- 

Nous  avons  ici  a=  2 , & £ = — 1,  &il 
fe  préfente  aulfi-tôt  un  cas  fatisfaifant , qui 
eft  celui  où  x=i  &zy=i.  Ce  cas  connu 
nous  donne /=  1 & g—  1 ; or  il  s’agit  de 
plus  de  déterminer  une*  valeur  de  n , telle 
que  2/7/2  * devienne  un  quarré  mm  ; & • 

on  voit  d’abord  aufïi  que  ce  cas  a lieu  quand 
/2=2,  & par  conféquent  2/2=3  » ainG 
chaque  cas  connu  pour/'&  g nous  donnant 
ces  nouveaux  cas  x = 3/-}-  ’xg  & y = }g 
-j-  4 f}  nous  tirons  de  la  première  folution , 
f=  1 & g=  1 , les  nouvelles  folutions  fui- 
vantes  : 


X=/=I| 

5 

29 

y=g=*  1 

7 

4« 

1 69 

239 , &c. 
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88. 

Seconde  quejlion.  Trouver  tous  les  nom^ 
bres  triangulaires,  qui  font  en  même  temps 
des  quarrés. 

Soit  \ la  racine  triangulaire  , ce  fera  le 

* 

triangle  qui  devra  être  en  même  temps 
un  quarré  j & fi  nous  nommons  x la  ra- 
cine de  ce  quarré  , il  faudra  que  ~=  xx. 
Multiplions  par  8 , nous  aurons 
=Sxx  ; & ajoutons  encore  i de  chaque 
côté,  pour  avoir  4^^— |— 4^— 1 = (i£-{-  i)’ 
=8jor-{-i.  Ain  fi  la  queftion  ell  de  faire 
en  forte  que  8.v.v-|-  1 devienne  un  quarré} 
car  fi  l’on  trouve  8xx-j-  1 —yy  , on  aura 
y = 2^-j-  1 , & conféquemment  la  racine 
triangulaire  cherchée  ^=:y~. 

Or  nous  avons  a :=  8 & £ = 1 , & un 
cas  fatisfaifant  faute  aux  yeux , favoir  f=  o 
8cg=i.  On  voit  de  plus  que  8/1/2  — j—  1 
= m m , en  faifant  n ■=.  1 Sc  m — 3 } donc 
-*=3  f+g  & y=lg+*fi  & puifque 
q—y~j  nous  aurons  les  (blutions  fuivanres: 
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33^3 

1681  &c. 
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x=f  = O 

1 

6 

35 

204 

y=g=i 

3 

17 

99 

177 

ï=?=o 

1 

8 

49 

288 

89. 

Troifiemz  quejlion.  Trouver  tous  les  nom- 
bres pentagones , qui  font  en  même  temps 
des  quarrés. 

Que  la  racine  foit  3 , le  pentagone  fera 
=32^ , que  nous  égalerons  au  quarré  xx  ; 
ainfi  3^ — ^=zixx  ; multipliant  par  12  & 
ajoutant  l’unité , nous  avons  3 6{{ — ii{+i 
= 1 4Arjcr— 1 =(6{ — 1)’  ; & faifant  24x3e 

1 =yyy  il  faudra  que  J— — 1 , &: 

7 — y— 
f 6 * 

Puifqu’ici  j=24&^=i,on  connoît 
le  cas/=o  & g — 1 ; & comme  il  faut 
que  z^nn-\-i=.mm  , on  fera  n=  1 , ce 
qui  donne  m= 3 j ainfi  on  aura  x=  Sf~\~o 
& y=  j g-\-*4f  f & non-feulement  £ 
mais  aulfi  parce  que  l’on 

peut  écrire  de  là  réfultent enfin 

lesfolutions  fuivantes: 


Digiti; 
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\0j 


= / = 0 

1 

10 

99 

980 

= g=l 

5 

49 

485 

480I 

y+i z 

1 

if 

81 

1401 

3 

3 

"T- 

=?=° 

a 

"ï 

-8 

141 

8 

-800,  &c 

90. 

4 

Quatrième  quejlion.  Trouver  tous  les 
quarrés  en  nombres  entiers , qui , pris  fept 
fois  & augmentés  de  z , redeviennent  des 
quarrés. 

On  demande  par  conféquent  que  yxx 
'+z=yy,  où  a= 7 & ï>=i  ; & le  cas 
connu  tombe  au/îî-rôt  fous  les  fens  , c’eft- 
à-dire  x=  1 ; de  forte  que  x==fz=  1 , & 
y —g—  3*  Si  l’on  confidere  enfuite  l’équa- 
tion jnn~\-iz=zmm  , on  trouve  facilement 
auffi  que  «=3  & m—S  ; donc  x—Sf 
+3£  & y=8^+2-i/,  & on  aura  les 
(blutions  qui  fuivent  : 


*=/=='  1 
y=g=  3 


*7 

45 


171 

717  ,&c. 
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Cinquième  queflion.  Trouver  tous  les 
nombres  triangulaires  , qui  font  en  même 
temps  pentagones. 

Que  la  racine  du  triangle  Toit  —p  8c 
celle  du  pentagone  — q , il  faudra  que*" 
=-P,  ou  yqq — H—PP^cP  i qu’on  cher- 
che q , on  aura  d’abord  qq=l-q } & 

delà^  = ’±v/^+£7?  , ou 
g — Par  conféquent  il  s’agit 
de  faire  en  forte  que  npp-\-ixp-\-  i de- 
vienne un  quarré  , & même  en  nombres 
entiers.  Or' comme  il  y a ici  un  terme 
moyen  1 1 p , on  commencera  par  faire  p 
— ~ , au  moyen  de  quoi  on  aura  i ipp 
= ^xx — 6at  — 3 & iip—6x — 6 , par 
conféquent  i ipp-t- 1 xp+i— 3 xx — 2;  c’eft 
cette  derniere  quantité  préfentement  qu'il 
eft  queftion  de  transformer  en  un  quarré. 

Si  donc  on  fait  ^xx  — 2 =yy,  on  aura 
p—  x—p  , & q=  ; ainfi  tout  dépend  de 
la  formule  3** — z=yy,  & on  a ici  a = 3 
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* • 

& b = — i;  de  plus  un  cas  connu  x=f 
= 1 & y=g=  1 ; enfin  dans  l’équation 
mm=  3 /z/2  —J—  1 ,ona/z=i&/72  = 2;  donc 
on  trouve  tant  pour  x que  pour  p & q 
les  valeurs  fuivantes  : 

D’abord  x = zf-\-g , & y = ^SJr3fi 
enfuite  : 


X—f—l 

3 

1 1 

y=g=i 

5 

*9 

p— 0 

1 

1 

5 

10 

?=3 

1 

2 

3 

OU  q— 0 

-3 

-3 

parce  qu’on  a aufii  q—'-j-, 

92. 

Jufqu'à  préfent,  quand  la  formule  pro- 
pofée  contenoit  un  fécond  terme , nous 
étions  obligés  de  le  retrancher  ; mais  on 
ne  laifle  pas  de  pouvoir  appliquer  la  mé- 
thode que  nous  venons  de  donner,  fans 
faire  dtfparoître  ce  fécond  terme  -,  nous 
allons  encore  en  expliquer  la  maniéré. 

, Soit  axx-\-bx  -\-c  la  formule  propofée 
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qui  doit  être  un  quarré , ou=yy , & qu’on 
connoifle  déjà  le  cas  aff-\-bf  -\-c—  gg. 

Si  on  fouftrait  cette  équation  de  la  pre- 
mière , on  aura  a(xx — (x — ■/) 
= yy — gg,  ce  qu’on  peutexprimer  par  des 
fa&eurs  de  cette  façon  : (x  — /)  (ax+û/+£) 
= (y — g)  ( y-\-g )•  Qu’on  multiplie  de 
part  & d’autre  par  pq , on  aura  pq  (x — f) 
( ax  + af-\-b)=pq(y—g ) (y+g),  & 
on  décompolèra  cette  équation  en  ces  deux , 
l.)p  (x— /)  —q  (y— g) , II.)? 

Multipliant  maintenant  la 
première  par  p & la  fécondé  par  q , & 
fouftrayant  le  premier  produit  du  fécond , 
on  obtient  (aqq — pp)  x-\-  (aqq-\-pp)  f-\~^qq^ 

=xgpq , ce  qui  donne  x=; 




qgpq  (“ii+PPÏÏ 


“ii-pp 


“il- PP 


“ii-pp 


Mais  la  première  équation  eft  q {y — g ) 

(x ( np<p  Wn  hn_  ^ . 

r V ■*  J J P aaa-pp  aqq-pp  / » 

ainfi  y —g  = 


■ aqq-pp 

par  conféquent  y — g ( 


.“i i-FP  “ii~PP  «H1-PP* 

hpp  *‘fri hPi 


“ii~pp  “il- pp  * 

aqq  ^ pp  \ *“/P1 

aqq- pp  J a qq-pp 


aqq  -pp' 

Il  s’agit  ici  de  chafîer  les  fra&ions  * 
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faifons  pour  cet  effet,  comme  ci-devant, 

t3âlEZ—m  ^-^î-  = ny  & nous  aurons 
-pp  y “ii -pp  7 


«+  «=^f.  &.-5f3=T7  ï donc  x=ng 
& y=mg-ncf-lhn, 
où  les  lettres  m & n doivent  être  telles  , 
ainfi  qu  auparavant , que  mm=.ann-\-i. 


93- 

Les  formules  que  nous  venons  de  trou- 
ver pour  x & pour  y y font  encore  mêlées 
avec  des  fra&ions , puifqu’il  y en  a dans 
les  termes  qui  renferment  la  lettre  b ; &c 
cela  fait  qu  elles  ne  répondent  pas  à notre 
but.  Mais  il  faut  remarquer  que,  û de  ces 
valeurs  on  paffe  aux  fuivantes , on  trouve 
conftamment  des  nombres  entiers,  qu’à  la 
vérité  on  eût  trouvés  beaucoup  plus  faci- 
lement par  le  moyen  des  nombres  p ôc  q 
que  nous  avions  introduits  dès  le  commen- 
cement. En  effet,  qu’on  prenne  p & q , 
de  façon  que  pp  = aqq-\-  i , on  aura  aqq 
— pp— — i , & les  fraftions  difparoîtront. 
Car  alors  x— — zgpq  -{-  f(aqq-\-pp)-\~bqqt 

& y=  o -\~xafP<l\'bPi  i mais 
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comme  dans  le  cas  connu 
on  ne  rencontre  que  la  fécondé  puiffance 
de  g-,  il  eft  indifférent  quel  ligne  l’on  donne 
à cette  lettre  $ qu’on  écrive  donc — g au 
lieu  de  -j-g  » on  aura  les  formules  x—  zgpq 

+/W?  +FP  ) + +PP) 

<-^-zafpq-\-bpq,&c  on  fera  affuré  mainte- 
nant que  axx -\-bx-\-c=yy. 

Qu’on  cherche  par  exemple  les  nom- 
bres hexagones , qui  font  aufli  des  quarrés. 

11  faudra  que  zxx  — x —yy , où  a=z, 
b— — i & c=o , & le  cas  connu  fera  évi- 


demment x=f=  I tky  — g = I. 

De  plus,  pour  que  pp=  iqq-\-\  ,\\  faut 
que  q = z tk p=3  ; ainf  l’on  aura x—\zg 
+ 17/—  4J&J/=i7^-f24/—  6,  d’où 
réfultent  les  valeurs  qui  fuivent  : 


X=/=! 

y—g=' 


3) 


841 

1 189 , &;c. 


94. 

Arrêtons-nous  encore  à notre  première 
formule , où  le  fécond  terme  manquoit , 
& examinons  les  cas  qui  font  de  la  for- 
mule 
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mule  axx-\-b  vin  quarré  en  nombres  en- 
tiers. 

Soit  donc  axx-\-b=yy  , & il  s’agira  de 
remplir  deux  conditions  : 

i°.  Qu’on  connoifle  un  cas  où  cette 
équation  ait  lieu  , & nous  fuppo ferons  ce 
cas  exprimé  par  l’équation  aff-\~l>=gg. 

a°.  Qu’on  connoifie  des  valeurs  de  nt 
& de  n , telles  que  mm=zann-\-i , ce  qu<à 
nous  enfeignerons  à trouver  dans  le  Cha- 
pitre fuivant. 

De  là  réfulte  un  nouveau  cas,  favoir  x 
= ng-\-mf,  & y =zmg-\-anf , qui  conduit 
enfuite  à d’autres  cas  pareils  , que  nous 
reprélènterons  de  la  maniéré  fuivante  : 
x=f\A\R\C\D  E 

y=z\P\Q\R]  S T,  &:c 
oîi  s4—rtg + mf\Bz=nP  ■ m l\C=./;  R^mC. 

&:  P=mg+jnf\ \Q=mP->-imA\R—mQ+<mB\S—inii  > tnC,  8cc. 

tk  ces  deux  fuites  de  nombres  le  continuent 
très-ailément  aufli  loin  qu’on  veut. 

95-  . 

On  remarquera  cependant  qu’il  n’ell  pas 
poflib’e  ici  de  continuer  la  fuite  ftipérieure 
Tome  II . II 
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pour  x , fans  avoir  l’inférieure  fous  les  yeux  ; 
mais  il  eff  facile  de  lever  cet  inconvénient 
6c  de  donner  une  réglé  , non-feulement 
pour  trouver  la  fuite  fupérieure  fans  con- 
noître  l’inférieure , mais  aufli  pour  déter- 
miner celle-ci  fans  le  fecours  de  l’autre. 

Il  faut  obferver  que  les  nombres  qu’on 
peut  fubftituer  à x le  fuivent  dans  une  cer- 
taine progreflion  , telle  que  chaque  terme, 
comme  , par  ex.  E , peut  fc  déterminer  par 
les  deux  termes  précédais  C & D , fins  que 
l’on  foit  obligé  de  recourir  aux  termes  infé- 
rieurs RtkS.  En  effet , puifque  E—nS+mD 
(mR-\-a/?C)  -\-m  (nR-\-mC)—'imnR 
-\-annC-\-mmC , & que  nR=zD — mC , 
on  trouve  E — xmD — mmC-\-  annC  > ou 
E—ltnD — {/fini  — ann)  C , ou  enfin  E 
=.xmD — C , à caufe  de  mm=ann-^- 1 
& de  mm — ann~\  -,  moyennant  quoi  on 
voit  clairement  comment  chaque  terme  fe 
détermine  par  les  deux  qui  le  precedent. 

Il  en  cil  de  même  à l’égard  de  la  fuite 
inférieure  ; car  puifque  T~m  V-} -anD  y & 
D=znR-\-mC , on  a T~mS -\-annR 
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- \~amnC . De  plus  S—mR-^-anC,  ainfi 
anC~S — mR  ; & fi  l’on  fubftifue  cette 
valeur  de  anC , il  vient  T—xmS — R , ce 
qui  prouve  que  la  progrefiion  inférieure 
fuit  la  meme  loi  ou  la  même  réglé  que  la 
fu’périeure. 

Qu’on  cherche  par  exemple  , tous  les 
nombres  entiers  x , tels  que  xxx — i=yy. 
On  aura  d’abord  /=  i & g=  i ; enfuite 
inm  = xn/i-^-ï  , fi  n = r & m = ^.  Donc  , 
puifque  A=ng+mf= 5 , les  deux  premiers 
termes  feront  1 & 5 , & on  trouvera  tous 
les  fuivans  par  la  formule  E — 6D  — C ; 
c’efl-à-dire  que  chaque  terme  pris  fix  fois 
& diminué  du  terme  précédent , donne  le 
terme  fuivant.  11  fuit  de  là  que  les  nombres 
x c[ue  nous  cherchons,  formeront  la  fuite 
que  voici  : 

1,5,  29,  169, 985  , *741  , Sic. 

On  peut  continuer  cette  progrefiion  aufii 
loin  qu’on  veut  ; 8:  fi  l’on  vouloir  y intro- 
duire atifli  des  termes  fraêfionnaires , on 
en  trouveroit  une  infinité  par  la  méthode 
que  nous  avons  donnée  plus  haut. 

H 2 
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rrr  ~ ' - -.  » ^gg.-  • x i . x je».?  «ympr» 

CHAPITRE  VII. 

D 'une  Méthode  particulière  , par  laquelle  U 
formule  ann— J-i  devient  un  quarte  en 
nombres  entiers. 

9 6. 

CT»  e que  nous  avons  enfeigné  dans  le 
Chapitre  précédent  , ne  peut  s’exécuter 
ci’une  maniéré  complette , à moins  qu’on 
ne  foit  en  état  d aligner  pour  un  nombre 
quelconque  a un  n mbre  n , tel  que  ann 
-J-i  devienne  unquarré,ou  qu’on  ait  mm 
— ann  -J- 1 . 

Si  on  vouloir  le  contenter  de  nombres 
rompus , cette  équation  fcrcit  facile  à ré- 
foudre , vu  qu’on  n’auroit  qu’à  faire  n — i 
car  dans  cette  fuppolîtion  on  a mm 
=.  = , ou  Ion  peut 

retrancher  i de  part  & d’autre , & divifer 
enfuite  les  autres  termes  par  n , de  forte 
que  multipliant  de  plus  par  qq  , on  obtient 
ipq  ynpp—cnqq , & cette  équation  donnant 
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n=‘ïrLp?'  fournirait  une  infinité  de  va- 
leurs de  7i.  Mais  comme  n doit  être  un 
nombre  entier  , cette  méthode  ne  nous 
fendrait  de  rien , & il  faudra  en  employer 
une  toute  autre  pour  arriver  à notre  but, 

97* 

Nous  devons  commencer  par  remarquer 
que  fi  on  vouloit  que  cnn -j- 1 fût  un  quarté 
en  nombres  entiers  pour  une  valeur  cruel- 

r • * / 

conque  de  a , on  exigerait  une  choie  qui 
n’efi  pas  toujours  pofiible. 

Car  d’abord  il  faut  exclure  tous  les  cas 
où  a feroit  un  nombre  négatif;  en  juive  il 
faut  exclure  aufii  ceux  où  a (croit  lui-même 
un  quai  te  ; parce  qu  alors  ami  (croit  un 
quaire , cv  qu  aucun  quarte  augmenté  de 
1 unité , ne  peut  redevenir  un  quatre  en 
non, lu  es  entiers.  Nous  femmes  obligés  par 
confeqt  cm  c.e  reftreindre  notre  formule  , 
de  maniéré  que  a ne  foit  ni  négatif  ni  un 
quatre  ; mais  au  refie  toutes  les  fois  que  ci 
eft  un  nombre  pofitif  fans  être  un  quand, 
il  (era  pofiible  de  trouver  pour  n un  nombre 
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entier,  tel  que  ann-\- 1 devienne  un  quarré. 
Quand  on  aura  trouvé  une  telle  valeur  , 
il  fera  aifé , d’après  le  Chapitre  précédent , 
d’en  déduire  un  nombre  infini  de  fembla- 
e;  ; m ut  il  fuffit  pour  notre  deflein  d’en 
connoître  une  feule  , &"  même  la  plus 
petite,  & c’efi:  ce  qu’un  favant  Anglois, 
nommé  P cil , nous  a appris  à trouver  par 
une  méthode  ingénieufe  que  nous  allons 
expliquer. 

98. 

Cette  méthode  n’eft  pas  de  nature  à 
pouvoir  être  employée  généralement  pour 
un  nombre  a quelconque , elle  n’eft  appli- 
cable que  dans  chaque  cas  particulier. 

Ainfi  nous  commencerons  par  les  cas  les 
plus  faciles , &:  nous  chercherons  d’abord 
pour  n un  nombre  tel  que  i/m-f-i  foit  un 
quarré,  ou  que  \Zi/2/z-|~i  devienne  ra- 
tionnel. 

On  voit  aufli-tôt  que  cette  racine  quar- 
rée  devient  plus  grande  que  n , & cepen- 
dant plus  petite  que  i/z.  Si  donc  nous  ex- 
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primons  cette  racine  par  «-}-/>,  il  cft  sûr 
que  p eft  moindre  que  n ; Sz  nous  aurons 
y xnn~\- 1 —n -[-7» , enfuite  xnn  -j-  i ~nn 
-\~xnp  pp  ; donc  nn—xnp-j-pp-\~i  , & 
n—p-\-\/ %pp — i.  Tout  fe  réduit  par  con- 
féquent  à ce  que  2 pp  — i Toit  un  quarré  ; 
or  ce  cas  a lieu  li  p—i , & il  donne  n= z 
& \J  xnn-\~  i —3. 

Si  on  n’avoit  pas  aufii-tôt  pu  s’apperce- 
voir  de  ce  cas  , on  feroit  allé  plus  loin  j & 
puifque  \J  xpp — i > p , & par  confêquent 
n > ip , il  auroit  fallu  fuppofer  n — ip-ïq  ; 
on  auroit  donc  eu  xp -\-q—p -|- \ "ipp — i , 
oup-tq  =\/  îpp — i , & en  quarrant , pp 
— ‘ » ainfi  pp  — ip-j  A-f] 

+ i , ce  qui  auroit  donné /?=./+/  277-M } 
de  forte  qu’il  eût  fallu  que  277 -f-  1 fût  un 
quarré  j & comme  ce  cas  a lieu , lî  on 
fait  <7—0,  on  auroit  eu  p—i  Sz  n=  2, 
comme  auparavant.  Cet  exemple  fufiît  pour 
donner  une  idée  de  la  méthode , mais  cette 
idée  deviendra  encore  plus  nette  par  ce  qui 
va  fuivre. 
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Soit  à préfent  a — 3 , c’elt-h-dire  qu’il 
s’agifie  de  transformer  en  un  quarré  la  for- 
mule yin- ]— 1.  On  fera  \/  y , 
ce  qui  donne  3 nn-\- 1 —un  -4-  mp-\-pp  , 
ik  znn  — znp-\-pp — 1 , d’où  l'on  tire.» 


. — P'-v'v'.’-*.  Maintenant , puifque  yp — 2 
2 

furpalfe  p , & que  par  conféquent  n eft 
plus  grand  que  ~ eu  que  p , qu’on  fuppofe 

n—p-yq,  & on  aura  xp+z<j=p+\/ ryp — z 
ou  p-\-zq=\  yp — z ; enfuite,  en  quar- 
raat,  pp-\-yq-\~^qq=.  yp — z;  de  forte 
que  zvp~  -j~  4 ? y -’r  - , o u /y  - — %P  g 

1 , îk  p =.  a -}-  \J . yq  -j-  1 . Or  cette  for- 
mule eft  femblable  à la  propofee  , ainiî  on 
peut  faire  q~o  , & on  obtient  p—  1 & 
«=  1 j de  forte  que  yj 3/7/2  — i=^z. 


IOC. 


Soit  , afin  qu’on  ait.à  faire  un  quarré 
de  la  formule  5/2/2-}— 1 , dont  la  racine  eû 
plus  grande  q u e 2/1;  on  fuppofera  \/  5 22/23-1 
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=zn-\-p , ou  5 /2/2  -}—  i — 4nn-\-  4np-\-pp  , 
ainfi  on  aura  nn—/\np-\-pp — i , Sz  n=xp 

-j-v/ 5 pp — i-  Or  \ ^pp — 1>  zp,  il  s’en- 
fuir que  n > 4 p ,•  c’eft  pourquoi  on  fera  n 
—4 p-\-q  , ce  qui  rend  zp-\-q=-\/  <^pp — 1 , 
ou  4pp  — 1FP — 1 » &pp=4pq 

+$7+ r , de  maniéré  que  p—zq+\/ 577+r  ; 
fk  comme  q—o  fatisfait  à cette  équation , 
on  aura  p~  1 & « = 4 ; donc  \/ 5 ««  — 1 
î=9- 

IOI. 

Suppofons  à prêtent  a — 6 , pour  avoir 
à traiter  la  formule  6/m^-j-  1 , dont  la  ra- 
cine eft  pareillement  comprife  entre  zn  & 
qrc.  Nous  ferons  donc  \/ 6nn-\-i~zz-\-p , 
& nous  aurons 6nn-\-i—sun-^4np-lç-pp  , 
ou  %nn~4np-\-pp — 1 , & de  là  n=p 
ou  n -,  ainfi  n > zp. 

Si  , en  conféquence  de  cela  , nous  fai- 
fons  n=zp-\-q  , nous  avons  4p-\-zq—rp 
i,  ou  zp -{- zq—  »y/ 6pp  2,  j 

les  quarrés  font  4pp-j-Spq-j~4qq=z6pp — z y 


T 1.1 


E L é M E N 3 

ainu  xpp  — Spq  -f-  tqq-\-  x , & pp  = j[pq 

4 ^/îT1  ,enfi np—xq-^-y/* 6y^-(-i;cette 
fb;.:u.:c  reflembkmt  à la  première , on  a 

<7—o  ; doncyp^i , n—z  &:  yj 6nn-\-i  — f . 

102. 

Allons  plus  loin  , & foit  a=zj  & jn n 
+ i - — tnm  , on  voit  que  m xn  ; qu’on 
fafle  donc  m=.rn-\-p , & on  aura  7/2/2  -f-  1 
= 4nn-\-4np+pp , ou  3/2/2— 4^-L^— r> 
ce  qui  donne  « =ïE^jl£3.  Préfenteir.cnt , 

puilque  n > lp  , & par  conféquent  plus 
grand  que  , qu’on  fafle  on 

aura  724-37  — y/7727? — 3 , & pafîant  aux: 
quarrés , pp  -f  - 6pq  4“  977  = 7 PP — 3 > ain<* 

6^—672^4-9^4-3  » ou  W— ^7+377 

4~  1 , d’où  l’on  tire  Or  on  a 

ici  p > ^ , & par  conféquent  7?  > 7 , ainlt 
on  fera  //  = ^ 4^  ^ » & l’on  aura  ÿ4_1/‘ 
— }/ 7-77— f-2-  » de  là  les  quarrés  qq-\~4q r 
-\-^rr—7qq-\-î.  -,  enfuite  6qq—  \qr-\-  4/r 
— i , ou  37<7—  2‘//'4”  ~Lrr — 1 > & enfin  q 
— rr.v^zTj.  On  continuera , à caufe  de  y 
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> r,  en  fuppofant  cj=r-\-fy  8c  on  aura 
— 3 » enfui  te  4/T-j-  1 irf 
+9JT= 7”— 5 > ou  yr=  1 z;/ -j-  9//+^ 
ou  ''/•=4'/+3//4-1  > & rc=z/-|-\/ 7//+1. 
Or  cette  formule  efl:  pareille  à la  première; 
ainfi  faifant  f—  o,  on  obtiendra  r=i  , 
<7—  r , p = z 8c  n=3  ou  8. 

Mais  ce  calcul  peut  s’abréger  confidé- 
rablement  de  la  maniéré  qui  fuit , 8c  qu’on 
peut  employer  aufii  dans  d’autres  cas. 

Puifque  7/2/1— 1 —mm  , il  s’enfuit  que 
m < yi. 

Ou’on  fuppofe  donc  m — yi — p , on 
aura  7/2//.  — }—  i — y nn — 6np-^-ppy  ou  z nn 

—6np — pp-\- 1 , d’où  l’on  tire  /2— ~ ; 
ainfi  n < 377  ,•  par  cette  raifon  on  écrira  n 
— 3 p — zi/  , 8c  prenant  les  quarrés  , on 
aura  9 pp — iV7-}-477— jpp --f-i  , ou  z pp 
= 1 z/;.;— 477-f  z , 8c  pp=z6pq—iw-}r  1 , 
d’oùréfulte  p~ îÿ-j-v/ 7^-j-ï.  Or  on  peut 
d’abord  faire  ici  </— o , 8c  on  trouvera  p 
— 1 , «^3  8c  /72^S  , comme  auparavant. 
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IO3. 

Que  fî=8  , en  forre  que  3/2/z-j-i—  mm 
6c  m < , il  faudra  faire  mz=yi — p , &; 

on  aura  S/z/2-}-i—  ynn — 6zm-[- pp , ou  un 
^=6np  FP~\~l  > d’où  réfulte  n — ^p 
4"  \/%pp- j-r  , 6c  cette  formule  étant  déjà 
femblable  à la  propofte  , on  peut  faire 
P— o , ce  qui  donne  n=  1 6:  «=3. 


IO4. 


On  procédera  toujours  de  la  même  ma- 
niéré pour  tout  autre  nombre  a , pourvu 
qu  il  foit  pofitif  & non  un  quarrc  , & on 
arrivera  toujours  à la  fin  à une  quantité  ra- 
dicale , comme  y/ au- j-i  , qui  fera  fcm- 
blable  à ia  première  ou  la  propofée,  St  on 
n aura  alors  qu’à  fjppofer  1^=0  -,  car  l’irra- 
tionalité difparoîtra , de  en  retournant  fur 
fes  pas  en  trouvera  pour  11  néccifairement 
une  valeur  telle  que  ann  -j-  1 fait  un  quarré. 

On  arrive  quelquefois  allez  vite  au  but. 


mais  fouvent  aufîl  on  cil  obligé  de  nalTer 

o 1 

par  un  cuez  grand  nombre  d’opérations  -, 


■ S~~ 
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cela  dépend  de  la  nature  du  nombre  a , 
mais  fans  qu’on  ait  des  carafteres  qui  don- 
nent quelques  lumières  fur  la  quantité  des 
opérations  qu’il  y aura  à faire.  Le  procédé 
n’eÆ  jamais  bien  long  jufqu’à  13  , mais  lors- 
que a— 13  , le  calcul  devient  beaucoup 
plus  prolixe,  «Sc  par  cette  raifon  il  fera  bon 
de'développer  ici  ce  cas. 

IOJ. 

Soit  donc  a=  13,  & qu’on  doive  trou- 
ver 1 3/2/z -j-ic=:/7z;/2.  Comme  9/2/2, 

& par  conféquent  m > 3/2 , on  fuppofera 
m=  3/2-j-p,  & on  aura  1 3/2/2  -{-  1 = 9/2/2 
-\-6np-\-pp , ou  4/2/2 =6/2/2  -\-pp — 1 ,&/i 
— , ce  qui  indique  que  n > -p  , 

& à plus  forte  raifon  plus  grand  que  p. 
Qu’on fafle  donc  n—p-\- 7 , on  aura p-\~4q 

— V7 1 3/ôP — 4 ; en  quarrant,  13/7/ — 4—FP- 
+%pq-\- 1 fyq  >'  ainii  1 zpp=8pq+\  6qq-'r  4 , 

OU  3PP  = Zpq  -j-477  + 1 , & P=  -1— * 
Ici  p>  2-iï,  ou p>  7 ; on  continuera  donc 

par  p-q-Yr , & on  aura  zg-'ry- yj  1377+3 , 
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cnfuite  1 377-f-  3 — 4774”  129r~i~9rri  ou 
977= 1 w\-9rr—  3 > 011 377— 47'"+-  3rr 

— i , ce  qui  donne  ^ — ü_i ^2IL2- 

Préfentement , puifque  q > ~if , ou  q 
> r,  on  fera  q—r-\~f , &:  on  aurar-j-3/ 

— \/  13/r — 3;  & enfuire  1 3 /-/- — 3-/7- 

4-6//-j-97/,  ou  i ir/^=6//-fo//-f  3 , ou  4^ 
— ? d’où  l’on  tire  Z±i. 

Mais  plus  grand  que /,  foit  donc 

^=/+/,  & nous  aurons  3/-}~4r= y/ 1 3/74-4, 

& 1 3//4"4  — 9ff 4~M/*  4“  l6/r>  ain^  4f 

=2^/r-j-i6rr— 4 , & 1 j* 

donc/: = 3?  -j-  137/  — 1.  Ici  nous  avons 

J > 3/— {— 3r , ou  que  <;r  j il  faudra  donc  faire 
; ainfi  ^t-\-u=z\/ 1 yt — 1 , & 
— 1 ~ytt-\-6tu-\-uu ; après  cela  4 tt 
~ 6nc-j  uu~\~i  j enfin  r—  ■— 1 -•*,  où  / 
Si  donc  on  fait  r=«4-v9 

en  aura«-{-4v=:y/ 1 a & 13^4-4 
=a<7+8«v+i6vv;  donc  1 iz/4—S«y+  iCvv 

— 4 , ou  3^=xkv~|-4vv — 1 } enfin  u 

^Viyy-j  , ou  y,  ou  «>  v. 

5 J 
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Faifons  en  conféquence  z/  = v-{-  x , & 
nous  aurons  xv-^-jx—  y/ 13  vv — 3,&  1 }vv 

3=4VV-[-I  ZVX-j-ÇXX  i OU  C)VV=1XVX 

— |—  , OU  3 VV  = 4VX  -\-3xx  -J- 1 ,& 

y — -^y/i3->— 3 • de  forte  quev>  >x. 
3 1 3 

Suppofons  donc  v=.x~\-y  , & nous 

aurons  13 a- *--[-3 , & 13XA-I-3 

— a-at-}-6x  y— {— , ou  i xxx—6  xy~\~oyy 
— 3 , & 4-r jr= jyy — i j on  tire  de  là 

y — y^'vy -* , & par  conféqucnt  a->j. 

Ainfi  nous  ferons  x=y-|-3,  ce  qui  nous 

donne  3y+4f=V  ' \yy — 4 > & « 3.Xr— 4 
= 9yy + 1 + 1 » 011  4xy=Mn 
H- 1 6 ïi +4  ; donc yy—  6y{ -j-  4g+ 1 »& 

jr=3£-J-V  1 3“{-f-i  ; & cette  formule  étant 
à la  fin  femblable  à la  premicre,  on  peut 
prendre  .-  = 0 , & remonter  de  la  maniéré 
qui  fuit: 


E L É M E N S 


ixS 

T = ° 

y — i 

* — y + i = i 

v = * + y — * 

u = v x = 3 

/ = U -J-  V = 5 

/ =6r-j-  « = 33 

' =/+  r = 38 

q — r + / = 71 

p = <7  -{-  /*  = 109 
/2  —Z5  “J"  </  — 180 
772  =322-}-  />  = 649. 

Il  fuit  de  là  que  180  efl  après  o le  plus 
petit  nombre  qu’on  puilîe  fubftituer  à 72 , 
li  1 3 2272  —J—  1 doit  devenir  un  quarré. 

106. 

On  voit  fufHfamment  par  cct  exemple, 
combien  ces  calculs  peuvent  devenir  pro- 
lixes. Lorfqu’il  s’agit  de  nombres  plus 
grands , on  eft  fout  ent  obligé  de  palier  par 
dix  fois  plus  d’opérations  que  nous  n’en 
avons  eu  à faire  pour  le  nombre  1 3. 

Comme  on  ne  peut  guère  prévoir  non 

- plus 
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plus  pour  quels  nombres  on  doit  s’attendre 
à tant  de  longueurs , il  fera  bon  de  pro- 
fiter de  la  peine  que  d’autres  ont  prife , 
& nous  joindrons  pour  cet  effet  à ce 
Chapitre  une  table  où  fe  trouvent  les  va- 
leurs de  m & de  n pour  tous  les  nombres 
a depuis  2 jufqu’à  100  ; afin  que  dans  les 
cas  qui  peuvent  fe  préfenter  , on  puiffe  en 
tirer  les  valeurs  de  m & de  n , qui  répon- 
dent à un  nombre  a donné. 

107. 

Nous  remarquerons  cependant  que  pour 
certains  nombres  on  peut  déterminer  en 
general  les  lettres  m & n ; ces  cas  font 
ceux  où  a n’efl;  que  de  1 ou  2 plus  grand 
ou  plus  petit  qu’un  quarré*  il  vaudra  la  peine 
de  les  développer. 

108. 

Soit  donc  a=.ee — 2 ; & puifque  nous 
devons  avoir  (ee  — 1)  nn-\-i=zmm,  il  eft 
clair  que  m <^en  ; c’efl  pourquoi  nous  fe- 
rons m=en — p , & nous  aurons  ( ec • — 2)  nn 
Tome  II,  I 
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Jç-i—ccun — ienp-\-pp  , ou  inn—itnp 
—/>/>+.  ; donc n=,l4SEEÏi  & ü ert 

évident  que  fi  on  fait  p=  i , cette  quan- 
tité devient  rationnelle , & que  nous  aurons 
ri— e & m—ee — i. 

Soit  par  exemple  , a =.  23  , de  forte 
que  e=5  , nous  aurons  2 3 ««-J- 1 =771/77 , 
fi  /i  — 5 & /n  = 24.  La  raifon  en  eft  évi- 
dente d’ailleurs  i car  fi  , dans  le  cas  de  a 
— ec — 2,  on  fait  n=e  , on  a a/i7i-\-\—e* 
— icc- j-i  , ce  qui  eft  le  quarré  de  cc — 1. 

I09; 

Que  a—ec — 1 , ou  d’une  unité  moindre 
qu’un  quarré , il  faudra  que  (<?£ — 1 ) /2«+ 1 

— 771/71.  On  aura , comme  ci-deflus , m <e/z , 
& on  fera  m — e/i  — p ; cela  pofé  , on  a 
( ce — 1 ) /î/z-J-  1 —ee/tn — ze/ip  -\-pp  , ou  Tin 

=xenp—pp+ 1 ; donc  n=ep+  \/ eepp—pp+ 1 . 
Or  l’irrationalité  difparoît  dans  la  fuppo- 
fition  àep—  i , ainfi  n—ze  & m = zee 

— 1.  Aufli  cela  eft -il  facile  à voir  ; car 
puifque  <3= zee — 1 & zi—ie , on  trouve  a/in 
+ i=^c4 — , ou  égal  au  quarré  de 
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lee — i.  Soit  par  exemple  , a= 14  , ou 

, on  aura /2=io,&  i4«/r-["I“x40t 
= (49)*  «• 

1 10. 

Suppofons  à préfent  a=ec-\~i  , ou  que 
a Toit  de  1 plus  grand  qu’un  quarré  , il 
faudra  que  (ee-\-i)nn-\-i=mm , & m fera 
évidemment  plus  grand  que  en  ; écrivons 
donc  m—en-^p  , & nous  aurons  ( ee-\-i  ) 
nn~\-  i^eenn-\-  zenp-\-  pp , ou  nn=  zenp 
-f; pp — 1 , d’où  réfulte  n—ep-\.\f  eepp-\-pp — 1. 
On  peut  ici  faire  p=  1 , & cela  étant  , on 
a n=ie  ; donc  m—  iee-\-i . C’eft  aufîi  ce 
qui  devoit  arriver , par  la  raifon  que  a étant 
t=ee-\-i  & n=  ze  , on  a ann-\-  i = 4e4 
, quarré  de  iee-\-i.  Soit  par 
exemple , a ==  1 7 , en  forte  que  e = 4 , on 
aura  1 7 nn  1 — mm , en  faifant  n=S  & 

//2  = 33. 

( * ) Le  figne  radical  s’évanouit  aufli  dans  ce  cas  , (î 
l’on  fait  p—o  , & cette  fuppofition  donne  inconteftable- 
irient  pour  m & n les  plus  petits  nombres  poflibles  , fa- 
voir  n—  I & m—e  ; c’clf-à-dire  que  fi  e=.^  , la  formule 
24/w+i  devient  un  quarré  en  failânt  n—  1 , & que  la  ra- 
cine de  ce  quarré  fera  m=e—  5. 
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III. 

Soit  enfin  a=ee-\-i , ou  de  2 plus  grand 
qu’un  nombre  quarré  , on  aura  2) 
nn  -J-  1 —mm , & , comme  auparavant , m 
> en  ; c’eft  pourquoi  on  fuppofera  m=en 
+p  , & on  aura  eenn  + znn+ 1 = eenn+zenp 
-j -pp  , ou  znn  = renp-\-pp — i , ce  qui 

donne  n = Qu’on  fafle/>—i , 
on  trouvera  n = e & m±=.ee-]^  i ; & en 
effet  , puifque  a = ee-j-i  & n—t , on  a 
ann-\-i— e4-j-xee-j-i  , ce  qui  eftle  quarré 
de  ee-j-  i. 

Soit , par  exemple  a=i  i , de  forte  que 
e=)  y on  trouvera  i \nn-\-\~mm , enfai- 
fant  n ==  j & m=io.  Voulût-on  fuppofer 
<2=83  , on  auroit  e—y  & ^nn-^-\—mm 
dans  le  cas  de  n =9  , & de  m=. 8 2. 
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CHAPITRE  VIII. 

De  la  Manière  de  rendre  rationnelle  la  for* 
mule  irrationnelle  y/ a-j-bx-J-cxx-f-dx’. 

II  2. 

Nou  s paierons  à prêtent  à une  formule 
où  x s’élève  à la  troifieme  puiflance , après 
quoi  nous  irons  aufli  jufqu’à  la  quatrième 
puiflance  de  x , quoique  ces  deux  cas  fe 
traitent  de  la  même  maniéré. 

Qu’il  s’agiflë  donc  de  transformer  en  un 
quarré  la  formule  a-\-bx-\-cx*\-dx'> , &: 
de  trouver  pour  x des  valeurs  propres  pour 
ce  deflein , & exprimées  en  nombres  ration- 
nels. Comme  cette  recherche  efl:  fujette 
déjà  à de  bien  plus  grandes  difficultés  que  . 
les  précédentes , il  faut  aufli  plus  d’art  pour 
trouver  teulement  même  des  valeurs  frac- 
tionnaires de  x , & on  efl  obligé  de  fe 
contenter  de  telles  valeurs  fans  prétendre 
en  trouver  en  nombres  entiers. 

I 4 
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Nous  devons  remarquer  aufli  d’avance 
qu’on  ne  peut  ici  donner  une  folution  gé- 
nérale comme  dans  les  cas  précédais , & 
qu’au  lieu  que  la  méthode  employée  ci- 
defius  conduifoit  à un  nombre  infini  de 
folutions  à la  fois,  chaque  opération  main- 
tenant ne  nous  fera  connoître  qu’une  feule 
valeur  de  x. 

II3. 

Comme  en  traitant  de  la  formule  a + bx 
'«-j-cxx,  nous  avons  remarqué  un  nombre 
infini  de  cas  où  la  folution  eft  tou  t-à- fait 
impoflible , on  s’imagine  bien  que  cela  a 
lieu  bien  plus  fouvent  encore  pour  la  for- 
mule préfente  , qui  d’ailleurs  exige  conl- 
tamment  qu’on  fâche  déjà,  ou  qu’on  ait 
trouvé  une  folution.  Aufli  n’eft-on  en  état 
ici  de  donner  des  réglés  que  pour  les  cas 
où  l’on  part  d’une  folution  connue  pour  en 
trouver  une  nouvelle  j par  le  moyen  de 
celle-ci  alors  on  peut  en  trouver  une  autre  , 
& continuer  enfuite  de  la  même  manière. 

Mais  il  n’arrive  pas  même  toujours  que 
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une  folution  connue  fàfle  parvenir  à une 
autre  j au  contraire  il  y a bien  des  cas  où 
il  n’y  a qu’une  feule  folution  qui  puilfe  avoir 
lieu , &r  cette  circonftance  eft  d’autartt  plus 
remarquable,  que  dans  les  cas  que  nous 
avons  développés  précédemment  , une 
feule  folution  conduifoit  à une  infinité 
d’autres  folutions  nouvelles. 

I 14. 

Nous  venons  de  dire  que  pour  que  la 
formule  a-\-bx -\-cxx-\-dx'  puifle  être 
transformée  en  un  quarré , il  faut  nécef- 
fàirement  préfuppofer  un  cas  où  cette  tranf- 
formation  eft  poflible.  Or  un  tel  cas  s’ap- 
perçoit  le  plus  clairement , quand  le  pre- 
mier terme  eft  lui-même  déjà  un  quarré, 
& que  la  formule  eft  exprimée  ainft , ff 
-^~bx-\-cxx  -\-dx'  ; car  elle  devient  évi- 
demment un  quarré  fi  x—o. 

Ce  fera  donc  par  la  confidération  de 
cette  formule  que  nous  entrerons  en  ma- 
tière ; nous  tâcherons  de  voir  comment , 
en  partant  du  cas  connu  x=.of  nous 
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pourrons  parvenir  à quelqu’autre  valeur  de 
Xyôc  nous  emploierons  pour  cet  effet  deux 
méthodes  différentes  que  nous  explique- 
rons l’une  &:  ’autre  j il  fera  bon  de  com- 
mencer par  des  cas  particuliers. 

II  5. 

Soit  donc  propofée  la  formule 
— xx  — |— jv3 , qui  doive  devenir  un  quarré. 
Comme  ici  le  premier  terme  eft  un  quarré, 
on  adoptera  pour  la  racine  cherchée  une 
quantité  telle  que  les  deux  premiers  termes 
s’évanouiffent.  Soit  pour  cet  effet  1 — j—  at  la 
racine  dont  le  quarré  doit  équivaloir  à notre 
formule  , on  aura  i-\-xx — 

-J-ix-j-xx,  où  les  deux  premiers  termes 
fe  détruifent , de  forte  qu’on  a l’équation 
xx  = — xx-\-x'  ou  x’=  xxx , qui , étant 
divifée  par  xx , donne  x = z-,  ainfi  la  for- 
mule devient  1 4 — 4—}—  8 = 9. 

• De  même,  pour  faire  un  quarré  de  la 
formule  4 -J-6x  — 5 xx  -j-3  x’ , on  fuppofera 
d’abord  fa  racine  = z -}- nx , & on  cher- 
chera n de  maniéré  que  les  deux  premiers 
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termes  difparoiflent  $ or  on  aura 
— î**H“3x,=44“4'zx-|-rt/zxx  . donc 
il  faut  que  4/1  = 6,  & n=^-t  de  là  ré- 
fulte  l’équation  — 5 xx  3 x’  = 2 xx  , ou 

3*’— ~xx  t qui  donne  x = j|}  & c’efl 
cette  valeur  qui  fera  de  la  formule  pro- 
pofée  un  quarré , dont  la  racine  fera  z-J--| 

x — 45 

*• 

1 16. 

La  fécondé  méthode  confifte  à donner 
à la  racine  trois  termes , comme  f-\-gx 
-\-hxx , tels  que  dans  l’équation  les  trois 
premiers  termes  s’évanouiflent. 

Soit  propofée  par  exemple  la  formule 
1 — 4x~\ -6  xx  — 5*’,  on  en  fuppofera  la 
racine  =1  — 2 x -j-  hxx  ,&  on  aura  1 — 4* 
+6 xx- 5 i — 4.v-j-4xx — 4 hx'-\-hhx* 

4“  l/txx  ; 

les  deux  premiers  termes , comme  on  voit , 
fe  détruifent  aufli-tôt  des  deux  côtés  -,  8c 
pour  charter  aufïi  le  troifieme  , il  faudra 
faire  6 = 1/1  -f-  4 , & par  cçnféquent  h=  1 j 
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parce  moyen  on  obtient — — 4X1 

-j-x4,  ou — 5=  — 4“-j— x i de  forte  que 

x— — t.  . 

”7-  # 

C’eft  donc  de  ces  deux  méthodes  qu’on 
peut  faire  ufage  , lorfque  le  premier  terme 
a eft  un  quarré.  La  première  fe  fonde  fur 
ce  qu’on  exprime  la  racine  par  deux  ter- 
mes, comme f-\-px  , où  /eft  la  racine 
quarrée  du  premier  terme , & où  p eft  pris 
de  maniéré  que  le  fécond  terme  doit 
pareillement  difparoître  j en  forte  qu’il  ne 
refte  qu’à  comparer  ppxx  avec  le  troifieme  * 
& le  quatrième  terme  de  la  formule,  favoir 
cxx-j-té*1  ; car  cette  équation  alors , pou- 
vant fe  divifer  par  xx , donne  une  nou- 
velle valeur  de  x,  qui  eft:  x=F-~f. 

Dans  la  fécondé  méthode  on  donne  trois 
termes  à la  racine  , c’eft-à-dire  que  ft  le 
premier  terme  a eft  = ff , on  exprime  la 
racine  par  f-\-px~\-qxx  i après  quoi  on 
détermine  p &:  q , de  façon  que  les  trois 
premiers  termes  de  la  formule  s’évanouif- 
fent , ce  qui  fe  fait  de  la  maniéré  fuivante  : 


m 
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Pmtqueff-\-l>x-\-cxx-\-dxi=ff-Jripj'x 
~\-ifqxx-\-ppxx-\-ipqx’-\-qqx4  , il  faut 
que  b—ifp , & par  conféquent  p=^yi  de 
plus  c=ifq-lrpp,8z  partant  q—-™ ; après 
_ cela  refte  l’équation  dx' = ipqx'-\-qqx4 -t 
& comme  elle  eft  divifible  par  x' , on  en 
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Il  peut  cependant  arriver  fouvent  que 
lors  même  que  a=ff , aucune  de  ces  deux 
méthodes  ne  donne  une  nouvelle  valeur 
de  x.  C’eft  ce  qu’on  peut  voir,  en  con- 
fidérant  la  formule  ff-\-dx' , où  le  fécond 
& le  troifieme  terme  manquent. 

Car  fi , d’après  la  première  méthode , on 
fuppofoit  la  racine  —f  -f -px  , ou  bien  que 
ff-^-dx'=ff-\-  ifpx-\-ppxx  , on  auroit 
0=1 fp  & p=o  -,  ainfî  on  trouveroit  dx* 
=o,  & par-là  x=o , ce  qui  n’eft  point 
une  nouvelle  valeur  de  x. 

Que  fi , d’après  la  fécondé  méthode , on 
vouloit  faire  la  racine  =f-\-px-\-qq x , ou 
ff-ïdx'=ff+  lfpx+  ifqxx  + xpqx’+qqx4, 

frppxx 
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on  trouveroit  o = ifp  & p~0.  de  plus 

° — xf‘IJrPP  & ?=o;  & il  en  réfulteroit 
dx,==o,  & pareillement 

Iip. 

Il  ne  refie  d’autre  parti  à prendre  dans 
ces  cas-là , que  de  tacher  de  trouver  quel- 
que valeur  de  x , telle  que  la  formule 
devienne  un  quarré  ; fi  on  y réufTit , cetre 
valeur  fera  trouver  enfuitç , par  le  fecours 
de  nos  deux  méthodes  , de  nouvelles 
valeurs;  & cette  voie  efl  bonne  même 
pour  les  cas  où  le  premier  terme  ne  fèroit 
pas  un  quarré. 

Que,  par  exemple  la  formule  3 
doive  devenir  un  quarré  ; comme  cela 
arrive  quand  *=  1 , on  fera  *=  1 -f -y  y 
& on  aura  4 yy-j-  yyy  -\-y'J , où  le  pre- 
mier terme  efl  un  quarré.  Qu’on  en  fup- 
pofe  donc  , fuivant  la  première  méthode, 
la  racine 1 ~\~py  1 on  aura  4~\~  yy-\-yyy 

"■hy1— 4Py ppyy » & pour  que  le 
fécond  terme  difparoiffe  , il  faudra  que 

3 — 4P,  & par  conféquenr ainfi  j 
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donc  x = -^~ , ce  qui  eft  une  nouvelle  va- 
leur de  x. 

Si  on  fait  de  plus , conformément  à la 
féconde  méthode , la  racine  = ^py-Y^yy» 
on  a 4 -| -jy +3  y J ~\~y'  = 4 -\~4py-\-Aqyy 
+/>  pyy+ ipw'  -\-99y4  * d’où  on  chaf- 
fera  le  fécond  terme , en  faifant  3 —jp  ou 

p—  i , & le  quatrième  , en  faifant  3 — 4^ 
ou  ainlî  1 =xp<j+<jqy, 

d’où  l’on  tire  ou  y=-Hl  & 

par  conféquent 

120. 

En  général,  fi  on  a la  formule 
-j-cxx-f-Jx5 , & qu’on  fâche  d’ailleurs 
qu’elle  devient  un  quarré  quand  x=f  de 
forte  que  a + bf\-cff-\-df'=zgg,  on 
fera  x=.f-\-y,  & on  aura  la  nouvelle  for- 
mule qui  fuit  : 
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a 

+ èf+h 

j^cff+icfy  -f cyy 

-H/1 +3  dffy  4-  3 df y y -f <y’ 

gg+  ( h + W+  3 dff)  J+(c  + 3 40  07 + D’- 
Dans cette  formule  le  premier  terme  eft 
un  quarré  ; ainfi  on  peut  y appliquer  les 
deux  méthodes  précédentes , & elles  four- 
niront de  nouvelles  valeurs  de  y , & par 
conféquent  aufli  de  x , puifque  x=f-\~y. 

111, 

Mais  fouvent  aufli  il  ne  fert  même  de 
rien  d’avoir  trouvé  une  valeur  de  x ; ce 
cas  a lieu  dans  la  formule  i , qui 
devient  un  quarré  quand  x—x.  Car  fi , en 
conféquence  de  cela,  on  fait  x = z-\-y, 
on  trouvera  la  formule  9-} -i^y-\-6yy-{y\ 
qui  devroit  de  même  pouvoir  devenir  un 
quarré. 

Or  foit  par  la  première  réglé  la  racine 

= 3 on  aura 

*=9~\-6py-\-ppyy , où  il  faut  que  1 r=:6p 
&y?=i;donc  6-\-y=fp=4 , tk  y= — i» 

ce 
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ce  qui  donne  x = o , c’eft-à-dire  une 
valeur  qui  ne  conduit  à rien  de  plus. 

Effayons  aufiî  la  féconde  méthode , & 
faifons  la  racine  = $~\-py-\-qyy  , nous  au- 
rons 9-f- 1 f>yy-\-y'  = ?4~  6py-\~  ^ivy 

~\-ppyy 

+ ip&  + My>  °ù  ^ faudra  d’abord 
que  i z=6p  & p=-z-,  enfuite  que  6=6q 
~\-pp—6q-\-  4 , &c  q= j -,  on  aura  d’abord 
\=zipq-\-qqy=z±-\-'-y } àe  là jy  = — 3, 
& par  conféquent  x =■ — 1 , & i+x^o  ; 
d’où  l’on  ne  peut  rien  conclure  de  plus  , 
parce  que,  fi  on  vouloit  faire  x= — 1-}-{  , 
on  txouveroit  la  formule  3{ — > °à 
le  premier  terme  s’en  va  ; de  forte  qu’on 
ne  pourroit  faire  ufage  ni  de  l’une  ni  de 
l’autre  méthode. 

On  eft  afiez  fondé  à foupçonner  , après 
ce  que  nous  venons  de  dire , que  la  for- 
mule 1— j— jc1  ne  peut  devenir  un  quarré  que 
dans  les  trois  cas  que  voici  : 

I.  ) x=z  , II.)  -V  = 0 , 111.)  X — 1. 

Mais  c’eft  de  quoi  on  peut  fe  convaincre 

aufiî  par  d’autres  raifons. 

Tome  II. 
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122. 

Considérons  encore , pour  nous  exercer, 
la  formule  1-J-3*5,  qui  devient  un  quarré 
dans  les  cas  fuivans:  I.  )x=o,  II.)  jç=i, 
111.  ) z , & voyons  Sx  nous  parvien- 
drons à trouver  d’autres  valeurs  femblables. 

Puis  donc  que  x = 1 efl  une  des  valeurs 
qui  fatisfont , fuppofons  x=i-\-y , & nous 
aurons  1 + 3 *3  = 4 + 9.7 + 9^.7+ 
Que  la  racine  de  cette  nouvelle  formule 
foit  ~r-\-py  , en  forte  que  4 -j-  qy  -f-  yyy 

+ 3./  = 4+ W+/y>y.y, d faudra  que 
9 = 4p  Sz  p —~A , & les  autres  termes  don- 
neront 9+  3y=pp =S  & y =—r6  i Par 
conféquent  *= — & 1 devient 

un  quarré  , dont  la  racine  -elt  — ii , ou 
bien  aufii  Si  nous  voulions  à préfent 
continuer,  en  faifant  x= — nous 
ne  manquerions  pas  de  trouver  de  nou- 
velles valeurs. 

Appliquons  aufli  à la  même  formule  la 
féconde  méthode,  & fuppofons  la  racine 
= i -\-py  -j-  <jyy  i cette  fuppofition  donne 
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4 + 97+ 977+ 37’ =4  + 4 py  + Aqyy 

-Yppyy 

+ 2PqyJ  ~\~qqy*  » donc  il  faudra  que  9 
= 4 P ou/7=J,&9=4^+/^=^+rl, 
ou  q=^i  & les  autres  termes  donneront 

3=V?+W7=  rS  +??y>  ou  5 67 + 1 xs^ 

£=384,  ou  ix8 qqy— — 183  ; c’eft-à-dire 

11*-§7=— 18 3»  ou  4*-^7  = — 6r* 
Ainfi  7=— Jfg,  & * = — ,^}  & ces 
valeurs  en  fourniront  de  nouvelles , en  fui- 
vant  les  voies  que  nous  avons  indiquées. 

I23. 

' 11  faut  remarquer  cependant  que , fi  on 
vouloit  fe  donner  la  peine  de'  tirer  de  nou- 
velles valeurs  des  deux  qu’a  fourni  le  cas 
connu  x = 1 , on  parviendroit  à des  frac- 
tions extrêmement  prolixes  ; & on  a lieu 
de  s’étonner  que  ce  cas , x=  1 , n’ait  pas 
conduit  plutôt  à cet  autre , x=  1 , qui  ne 
tombe  pas  moins  évidemment  fous  les  yeux. 
Et  c’eft  là  une  impertéftion  de  I3  méthode 
dont  il  eft  queftion , &:  qui  eft  jufqu’à  pré- 
iènt  la  feule  qu’on  connoifle. 

K 1 
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. On  peut  partir  de  la  même  maniéré  dtt 
cas  x=.z  , afin  de  trouver  d’autres  valeurs. 
Qu’on  faffe , pour  cet  effet  x=z-\-y,  & 
il  s’agira  de  faire  un  quarré  de  la  formule 
x 5 — |— 3 — f—  1 8j y y }y ’ ; fuppofons-en  la 

. racine , d’après  la  première  méthode , = $ 
-\-py  j nous  aurons  X5  —J—  36y-{-  * fyy~\“3y* 
= z 5 — j—  1 opy+ppyy , & par  conféquent 
36=10/7,  ou  p=ji  effaçant  à préfent 
les  termes  qui  fe  détruifent , & divilant  les 
autres  par  3^ , il  en  ré  fui  te  ii-\-^y=pp 
— & par  conféquent  y — — & x 

= - ; d’où  il  fuit  que  1 -f-  3 x’  eft  un  quarré 
dont  la  racine  eft  }-\-py— — 7^ou-j-^‘. 

Dans  la  fécondé  méthode  il  faudroit  fup- 
pofcr  la  racine  =$ -J-/7j'-|-^xy,  & on 
aurait  z * -j- 3 6y-\- 1 8yy-\- — 2.  5- + 1 opy 
*-}-  icyyy-^zpqy'-^qjy*  $ les  féconds  & 

+ppyy 

troifiemes  termes  difparoîtroient  en  faifant 
36=10/7,011/7=^,  & 18  = \oq-{-pp> 
ou  107=18  — ou  7 = ^ & 

alors  les  autres  termes , divifés  par  y ’ , 
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donneroient  3 = xpq qqy  , ou  qqy—3 

— ipq=—m  , ceft-à-direj=— & 

* 

124. 

Ce  calcul  ne  devient  pas  moins  long  &r 
difficile , même  dans  des  cas  où , en  partant 
d’un  autre  principe,  il  eft  facile  de  donner 
une  folution  générale  ; comme , par  exem- 
ple, quand  la  formule  propofée  eff  1 — x 

— xx  + *’  , où  l’on  peut  faire  générale- 
ment x—nn — 1 , en  donnant  à «telle  va- 
leur qu’on  veut.  En  effet,  foit«=x  , on 
aura  *=3,  & la  formule  devient  =1 — 3 
— 94-27=16.  Soit  «=3 , on  aura  x=8  , 
& la  formule  devient  = 1 — 8 — 644-5 1 2 
= 441  , & ainfi  de  fuite. 

Mais  remarquons  que  c’eft  à une  cir- 
conftance  tout-à-fait  particulière  que  nous 
devons  une  folution  fi  facile,  & cette  cir- 
conftance  s’apperçoit  aifément  , fi  on  dé- 
compofe  notre  formule  en  fafteurs  ; car 
on  voit  auffi-tôt  quelle  eft  divifible  par 
i — x , que  le  quotient  fera  1 — xx , qu’il. 
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eft  compofé  des  faveurs  ( i-{-x  ) ( i — x)  j 
& qu’enfin  notre  formule  i — ~x — xx-j-x* 
i — x)(  i -fx)(  i — x)r=(  i— x)1  ( i -f  x),- 
or , püifqu’elle  doit  être  un  □ (quarré)  , 
6z  qu’un  □ , divilë  par  un  □ , donne  un 
D pour  quotient , il  faut  auflï  que  i-f-x 
t=  □ ; & réciproquement , fi  i-j-x  eft  un 
D ,il  faut  que(  i — x)1  ( i-{-x) foit un  □; 
on  n’a  donc  qu’à  faire  i-\-x  — nn,  & on 
aura  fur  le  champ  x=nn — i. 

Si  cette  circonftance  nous  eût  échappé, 
il  auroit  été  difficile  de  déterminer  même 
feulement  cinq  ou  lix  valeurs  de  x par  les 
méthodes  précédentes. 

12  5. 

Il  s’enfuit  donc  de  là  qu’il  eft  bon  pour 
chaque  formule  propofée  de  la  réfoudre  en 
faéfeurs , quand  cela  eft  poffible.  Or  nous 
avons  fait  voir  plus  haut  comment  on  s’y 
prend  pour  cet  effet , favoir  qu’il  faut  égaler 
la  formule  donnée  à zéro  , & chercher  en- 
fuite  la  racine  de  cette  équation,  chaque 
racine  alors,  comme  x—f,  donnant  un 
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fa&eur  f — x ; & cette  recherche  eft  d’au- 
tant plus  aifée  , qu’on  ne  cherche  ici  que 
des  racines  rationnelles,  lefquelles font  tou- 
jours des  divifeurs  du  terme  connu  ou  du 
terme  qui  ne  renferme  point  de  x.  • 

12  6. 

Cette  circonftance  a lieu  auflidans  notre 
formule  générale  a-\-b  jt  — |— c jr-j- dx'  y 
quand  les  deux  premiers  termes  difparoif- 
fent , & que  par  conféquent  c’eft  la  quan- 
tité cxx-^dx'  qui  doit  être  un  quarré;  car 
il  eft  clair , dans  ce  cas , qu’en  divifant  par 
' le  quarré  xx  , il  faudra  pareillement  que 
c-j-  dx  foit  un  quarré , & on  n’a  donc  qu’à 
fuppofer  c-\-dx=nn  , pour  avoir  x — "-^-  y 
valeur  qui  renferme  un  nombre  infini  de 
folutions , & même  toutes  les  folutions  pof- 
iîbles. 

127 . 

Si  dans  l’application  de  la  première  des 
deux  méthodes  précédentes  on  ne  vouloit  • 
pas  déterminer  la  lettre  p afin  de  retrancher 
le  fécond  terme  , on  parviendroit  à une 
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autre  formule  irrationnelle  , qu’il  s’agiroif 

de  rendre  rationnelle. 

Soit , par  exemple  ,ff-^-l>x-\-cxx-\-dx' 
la  formule  propofée  , & qu’on  en  faffe  la 
racine’— f-\-px  , on  aura  ff-\-bx-\-cxx 
~\-dx'  — ff-^-rfpx-\-ppxx,  où  les  pre- 
miers termes  fe  détruifent  j divifant  donc 
les  autres  par  x , on  obtient  b-\-cx  -\-dxx 
= ifp-\-ppxx  , ce  qui  eft  une  équation  du 
fécond  degré , qui  donne 

_pp — c-f  y / p“  — icpp+8dfp+cc — 4&d 

TJ  ‘ 

Ainlî  l’affaire  fe  réduit  maintenant  à trou- 
ver pour  p des  valeurs  telles  , que  la  for- 
mule p*  — icpp-\-Sdfp-\-cc — Afbd  devienne 
un  quarré.  Or  comme  c’eft  la  quatrième 
puiffance  du  nombre  cherché  p qui  fe  pré- 
fente ici  , ce  cas  appartient  au  Chapitre 
fuivant. 
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CHAPITRE  IX. 

De  la  maniéré  de  rendre  rationnelle  la 
formule  incommenfurable 

\/  a-J-bx-j-cxx-j-dx’-j-e 

128. 

o u s voici  parvenus  à des  formules 
où  le  nombre  indéterminé  x monte  à la 
quatrième  puiflance  & c’eft  par  là  que 
nous  terminerons  nos  recherches  fur  les 
quantités  affeélées  du  ligne  de  la  racine 
quarrée , vu  qu’on  n’a  pas  été  aflez  loin 
encore  pour  pouvoir  transformer  en  quar- 
rés  des  formules  où  des  puiflances  plus 
hautes  de  x fe  préfentent. 

Notre  nouvelle  formule  fournit  trois  cas 
à confidérer  : le  premier , quand  le  pre- 
mier terme  , a , eft  un  quarré  j le  fécond  , 
quand  le  dernier  terme  ex*  eft  un  quarréj 
& le  troifieme  , quand  le  premier  terme 
& le  dernier  font  l’un  & l’autre  des  quarrés. 
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Nous  traiterons  de  chacun  de  ces  cas  fé- 
parément. 

I29. 

I.)  Réfolution  de  la  formule 

y/ ff-{- b x c x x d x' e x\ 

Comme  le  premier  terme  ici  elt  un  quar- 
ré , on  pourroit , par  la  première  méthode , 
fuppofer  la  racine  =f-\-px  , & déterminer 
p , de  maniéré  que  les  deux  premiers  ter- 
mes difparuflent , & que  les  autres  fulTent 
divilibles  par  xx  ; mais  on  ne  laifleroit 
pas  alors  de  rencontrer  encore  un  xx  dans 
l’équation  , & la  détermination  de  x dé- 
pendrait d’un  nouveau  ligne  radical.  Ce 
fera  donc  à la  fécondé  méthode  que  nous 
aurons  recours  ; nous  ferons  la  racine  ==f 
-\-p  x-\-qxx  ; nous  déterminerons  />&  <j 
de  façon  à pouvoir  retrancher  les  trois  pre- 
miers termes , & divifant  en  fuite  les  autres 
par  x’ , nous  parviendrons  à une  (impie 
équation  du  premier  degré  , qui  donnera 
x dégagé  de  lignes  radicaux. 
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130. 

Si  donc  la  racine  =f-\-px  q x x , & 
qu’ainfi  ff-\-b  x-\-cx x -\-dx'  -\-ex*  =.ff 
^xfpX+xfqxx+zpqx'  -[ -qqx* , les 
4 “P  P x* 

premiers  termes  dilparoiflent  deux-mêmes; 
quant  aux  féconds  , on  les  chaflera  en  fai- 
fant  b=zfp  , ou  p = & il  faudra , pour 

les  troifiemes,  que  c=ifq-\-pp,  ou  i 

cela  pofé  , les  autres  termes  font  divi- 
fibles  par  x'  , & donneront  l’équation  d 
^\-ex=zipq-^-qqx , de  laquelle  on  tire 


oux=^. 

îî-<  » c-n 


I3I 


Or  il  eft  facile  de  voir  que  cette  mé- 
thode ne  mene  à rien , quand  le  fécond 
& le  troifieme  terme  manquent  dans  notre 
formule  , c’eft-à-dire  que  tant  b que  c=0‘r 
car  alors  /?  = o & o;  par  conféquent 
, d’où  l’on  ne  peut  ordinairement 
rien  conclure  , parce  que  ce  cas  donne 
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évidemment  dx'  ex*  = o , & qu’ainft 
notre  formule  devient  égale  au  quarré  ff. 
Mais  c’eft  fur-tout  pour  les  formules  telles 
que  ff-\-  ex*  f que  cette  méthode  n’eft, 
d’aucun  ufage , puifque  dans  ce  cas  d étant 
aufli  = o,  on  trouve  pareillement  x — o , 
valeur  qui  ne  conduit  à rien  de  plus.  11  en 
eft  de  même  , lorfque  b—o  & d—  o , c’eft- 
à-dire  que  le  fécond  & le  quatrième  terme 
manquent , & que  la  formule  eft  ff-\-cxx 
- \~ex 4 j car  dans  ce  cas  p=  o & q=c-.y 
d’où  réfulte  x=o  , comme  on  le  voit  aufll- 
tot , & ce  qui  n’eft  d’aucun  ufage  ultérieur. 

I32. 

II.)  Réfolution  de  la  formule 

y/  a-\-b  x-\-c x x-^-dx'-^-ggx'. 

On  pourroit  réduire  cette  formule  au 
«as  précédent,  en  fuppouint  x = ^i  car, 
comme  il  faudroit  alors  que  la  formule  a 

fût  un  quarré,  & 
que  dans  ce  cas  celle-ci  refte  un  quarré  y 
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lî  on  la  multiplie  par  le  quarréj4 , on  n’au- 
roit  qu’à  faire  cette  multiplication , & on 
obtiendroit  la  formule  ay'-j-by’-j-cyy 
'^Cc*y-\-gg  y qui  eft  tout-à-fait  femblableà 
la  précédente  écrite  à rebours. 

Mais  on  n’a  pas  befoin  de  paffer  par  ce 
procédé  ; on  n’a  qu’à  fuppofer  la  racine 
=gxx-\-px-\-q  , ou  dans  l’ordre  inverfe, 
Ç-\-px-\-gxx , & on  aura  a-^-bx-\-cxx 
Jrdx>+ggx*  — qq-\-'Lpqx-\-Xgqxx 

+PPXX 

+ 'Lgpx'-^-ggx*  ; or  les  cinquièmes  termes 
fe  détruifant  ici  d’eux-mêmes , on  déter- 
minera d’abord  p , de  maniéré  que  les  qua- 
trièmes termes  fe  détruifent  pareillement , 
ce  qui  arrive  quand  d=zgp,  ou p = 
enfuite  on  déterminera  auffi  q , afin  de  chal- 
fer  les  troifiemes  termes , & on  fera  pour 
cet  effet  c.=  igq-\-pp  , ou  q=ze-~? ; cela 
fait , les  deux  premiers  termes  fourniront 
l’équation  a-\-bx  = qq-\-zpqx , d’où  l’on 
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133. 

Nous  retrouvons  ici  le  défaut  que  nous 
avions  remarqué  ci-deffus  dans  le  cas  où  le 
fécond  & le  quatrième  terme  manquent , 
c’eft-à-d.  que  b=.o  & d=o  -,  en  effet  on  trouve 

alors  p— o & donc  or 

cette  valeur  étant  infinie , ne  mene  pas 
plus  loin  que  la  valeur  x = o , dans  le  pre- 
mier cas  ; d’où  il  fuit  que  cette  méthode 
ne  peut  du  tout  être  employée  pour  les 
expreflions  de  la  forme  a-j-cx1  ~\~ggx** 

134. 

III.)  Réfolution  de  la  formule 

\/ff-\-bx+cxx-\-dx 5 +ggx\ 

11  eft  clair  qu’on  peut  employer  pour 
cette  formule  l’une  & l’autre  des  deux  mé- 
thodes , dont  on  vient  de  faire  ufage  ; car 
d’abord , à caufe  que  le  premier  terme  eft 
un  quarré , on  peut  prendre  pour  la  racine 
f-\-px-\-qxx , & faire  évanouir  les  trois 
prem  iers  termes  ; enfuite , comme  le  der- 
nier termç  eft  pareillement  un  quarré  ; on 
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peut  aufli  faire  la  racine  =q-^-px  ~\-gxx  y 
& chafler  les  trois  derniers  termes , au 
moyen  de  quoi  on  trouvera  même  deux 
valeurs  de  x. 

Mais  on  peut  traiter  aufli  cette  formule 
par  deux  autres  méthodes  qui  leur  appar- 
tiennent particuliérement. 

Dans  la  première  on  fuppofe  la  racine 
=f+px-\-gxx  y & on  détermine  p de  façon 
que  les  féconds  termes  fe  détruilènt  ; c’eft- 
à-dire  que,  comme  il  faut  que  ff-\-bx 
cxx+dx'+ggx*~ff+îfpx+%fgxx 

-\-ppxx 

,\-'i-gpx^-\-ggx*  > on  faitÆ— p ou  p 
— Vf’  & puifque  de  cette  maniéré  tant 


les  féconds  termes  que  les  premiers  & les 
derniers  termes  fe  détruifent , on  pourra 
divifer  les  autres  par  vjc  , & on  aura  l’équa- 
tion c-\-dx  — ifg-^pp-^igpx , de  laquelle 


on  tirera  x = 


‘-tfy-PF 


H?-d  0U  X ‘‘-HP 

on  doit  fur-tout  remarquer  ici  que  comme 
dans  la  formule  on  ne  trouve  g qu’à  la 
fécondé  puiflance,  la  racine  de  ce  quarré, 
©ug'jpeutfe  prendre  tant  négative  que 


pp^fe-c 


Et 
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pofitivC , & qu’il  réfulte  de  là  qu’on  obtient 
encore  une  autre  valeur  de  x , favoir  x 


, t+'-fg-rp 

-içp-d  > 


OU  A — 


pp-'-fe~c 

igp+d  * 


1 3 5* 

« 

Il  eft , ainfi  que  nous  l’avons  dit,  encore 
une  autre  maniéré  de  réfoudre  cette  for- 
mule : elle  confifle  à fuppofer  d’abord  , 
comme  auparavant,  la  racine  =f-\-px 
~\-gxx  , & à déterminer  enfuite  p de 
maniéré  que  ce  foient  les  quatrièmes 
termes  qui  fe  détruifent  ; cela  fe  fait  en 
fuppofant  dans  l’équation  fondamentale  d 
x°p , ou  p—^i  car  puifque  les  pre- 
miers & les  derniers  termes  difparoiflent 
pareillement , on  pourra  divifer  les  autres 
par  x , & il  en  réfultera  l’équation  ex 

==  */?>+  *fgx+ppx  > qui  donne  x=w^c- 

De  plus  nous  avons  à remarquer  que 
comme  dans  la  formule  le  quarré  fjïc  trouve 
feul , on  peut  fuppofer  également  que  fa 
racine  foit  — f,  & qu’ainfî  on  aura  uufii 

at=  De  forte  que  cette  méthode 

rp-vg-e  1 

aufîi  fournit  deux  nouvelles  valeurs  de  a*  , 

& 
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& que  par  conféquent  les  méthodes  que 
nous  avons  employées  , donnent  en  tout 
fix  nouvelles  valeurs. 

n6. 

Mais  ici  (e  préfente  de  nouveau  cette 
circonftance  faeheufe  , qui  fait  que  le  fé- 
cond & le  quatrième  terme  manquant , ou  , 
b & d étant  = o , on  ne  peut  trouver  pour 
x aucune  valeur  qui  réponde  à notre  but; 
de  forte  qu’on  ne  peut  parvenir  à réfoudre 
la  formule  ff-\- cxx-\-ggx*.  En  effet,  fi 
b— o & d—o , on  a par  l’une  & l’autre  voie 
p — o ; & la  première  donnant  a:  = — ^ , 
& l’autre  donnant  x—o  , clles-ne  font  pas 
plus  propres  l’une  que  l’autre  à fournir  des 
conclufions  ultérieures. 

*37- 

Voilà  donc  les  trois  formules  auxquelles 
on  peut  appliquer  les  méthodes  que  nous 
avons  détaillées  jufqu’ici  ; 6c  fi  dans  la  for- 
mule pronofée  ni  l’un  ni  l’autre  terme  n’efl 
un  qur.rré  , il  n’y  aura  aucun  fuccès  à ef- 
Tomc  II.  L 
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pcrer  avant  qu’on  ait  trouvé  une  valeur  de 
x y telle  que  la  formule  devienne  un  quarré. 

Suppofons  donc  que  nous  ayons  trouvé 
que  notre  formule  devient  un  quarré  dans 
le  cas  de  x=/i  , ou  que  a*\-bh.-\-chh-\-dh} 
-\-eL*=kk  ; lî  nous  faifons  x = h-\-y  ^ 
nous  aurons  une  nouvelle  formule  dans  la- 
quelle le  premier  terme  fera  kk  , c'cft-à- 
tîire  un  quarté  , & qui  par  conféquent  re- 
tombera dans  le  premier  cas.  On  peut  aufît 
faire  ulage  de  cette  transformation  , après 
avoir  déterminé  par  les  méthodes  précé- 
dentes une  des  valeurs  de  x , par  exem- 
ple x—h  ; on  n’a  qu’à  faire  alors  x—h-^y  , 

& on  parvient  à une  nouvelle  équation  fur  * 
laquelle  on  peut  opérer  de  la  même  ma- 
niéré. Les  valeurs  de  x qu’on  aura  trou- 
vées de  cette  façon , en  fourniront  de  nou- 
velles; celles-ci  encore  d’autres,  & ainft 
de  fuite. 

138. 

Mais  il  ell  fur-tout  à remarquer  qu’on 
ne  peut  en  aucune  maniéré  efpérer  de  ré- 
foudre les  formules  où  le  fécond  & le  qua- 
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trieme  terme  manquent,  avant  que  d’avoir , 
pour  ainli  dire  , trouvé  une  folution  ; & 
quant  au  procédé  qu’il  faut  fuivre  après  cela , 
nous  allons  le  mettre  fous  les  yeux  en  l’ap- 
pliquant à la  formule  a-\-ex* , qui  eft  une 
de  celles  quife  préfentent  le  plus  fouvent. 

Suppofons  donc  qu’on  ait  trouvé  une 
valeur  x=/t , & qu’on  ait  a-\-eh*  = Lk; 
fi  l’on  veut  trouver  par-là  d’autres  valeurs 
de  x , on  fera  x=h-\-y  , & il  faudra  que 
la  formule  fuivante  4 eh} y 

-\-6etihyy-\-  + ehy'  + ey* , foitunquarré  ; 
or  cette  fojmule  revenant  à celle-ci , kk 
-j-  4 eh'y-\-  6e/i/iyy  -j-  4 ehy}  -J-  ey 4 , appar- 
tient à la  première  de  nos  trois  efpeces  ; 
ainfi  nous  ferons  fa  racine  quarrée  — k -\-py 
~\-qyy  , & la  formule  elle-même  par  con- 
féquent  égale  au  quarr  é kk-j-ikpy-j-  îkqyy 

-hppyy 

~\~1Pc]y'~\~cl<iyA  ■>  d’où  il  faudra  d’abord 
chaffer  le  fécond  terme  en  déterminant  p 
& (]  en  conféquence  , c’eft-à-dire  en  faifant 


4 ch'=.ikp  , ou  p~--~  y & 6clih -x=  ikq 

Li 


/*» 
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1 6hh~pp  X cJJik  îeeh* 

+PP  > ou7— T~—  — - TT 

ehh^kk—ieh*)  „ chh(kk+la) 

= ^ , ou  enfin  g= — , 

à caufe  de  eh 4 = — a ; après  cela  les 

termes  rcftans  divifés  par  y'  , donneront 
Ateh-\-ey—rpq-\;-qqyi  d’où  l’on  tire  y 

2 PCJ  f 

— i le  numérateur  de  cette  frac- 

M—e 

tion  peut  le  mettre  fous  la  forme 

, ou  , à caufe  de 

k 

eli*=kk — a fous  celle-ci , 

Achk 4 — 4 ch(  kk  — a ) ( kk  -j- za ) 

P 

4 eh  ( — a k k-J-ia2) 4 a eh  (2  a — kk)t 

k 4 k* 

Quant  au  dénominateur  qq — c , il  devient 
e(kk—a)(kk-\-iay  —ck6 
k 

e(xr.k* — 4 a'')  en(x,k* — 4<ra)  . . 

= T. =- -p ; ainfi 

la  valeur  cherchée  fera  ~ 
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1 5 ihkkfia—kk')  Q 

. — 7—ü, > ou  y--  —TV ? & par 

ae{  2 A.* — 4ti<2  ) v/  — \aa  1 * 


conféquent  x 


akk  — k 4 — 4 ia  ) 

3^4  — 4«</ 


OU  X 


— iakk+^aa} 

4«<i— 3.V1 

Si  donc  on  fubftitue  cette  valeur  de  x 
dans  la  formule  a-j-ex  , elle  devient  un 
quarré  -,  & fa  racine  , que  nous  avions  fup- 
pofée  k-\-py-\-qyy  , aura  cette  forme, 
^ ■ M(kk-a)  ( ia—kk) 

~ 3 A.’ — 4 aa 

1 l6k(lk  — a')  (kk  + za)(l*  — H)' 

(3^4—  40a)*  ’ PafCC 

2<r/,3 

que  , comme  nous  avons  vu  , p —~k-  > ? 


chh^kk+iri)  0r thkkyZa — ' kk  ) 

k ] * Ck  J 3/fc4 — 4 aa 


ï39. 


Continuons  de  confidérer  la  formule  a 
-\-ex\  & puifque  le  cas  a-^-elS—kk  eft 
connu  , regardons-le  comme  fourniiïant 
deux  cas  diiTérens  à caufe  de  x = -\ -h  &C 
de  x= — h ; nous  pourrons  par  cette  rai- 
fon  transformer  notre  formule  en  une  autre 

L 1 

L j 


t 
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(le  la  troifieme  cfpece , dans  laquelle  le 

premier  & le  dernier  terme  font  des  quarrés. 

Cette  transformation  fe  fait  par  un  artifice 

qui  eft  fouvent  d’une  grande  utilité , & qui 

confifte  à faire  * = —^  i la  formule  de- 

t.  a(  i — yV  + «4‘(  t +.r)4 
vient  par-la  = , __ÿÿ  » 

ou  bien 

_ kk+4.(kk — itf)y+6^Â:yy+4(^.'< — xa)y''-\-kky4m 


jO4 

Qu’on  fuppofe  la  racine  de  cette  for- 
mule , conformément  au  troifieme  cas, 
en  forte  que  le  numérateur 

• (i— yJ  * 

de  notre  formule  devra  être  égal  au  quarré 
kk  -|~  xkpy  — 2 kkyy — xkpy’ -\-kky*  ,•  que 


-\-ppyy 

l’on  chafle  les  féconds  termes  , en  faifant 
4kk — $a=zikp  , ou qu’on  di- 
vife  les  autres  termes  par  y y , & on  aura 
6kk  -j-  ^(kk  — i a)y= — 2 kk-^-pp — ikpy  , 
on  y (4U — 8 a-\-  ikp)=pp — 8 kk  j 
cr p——~-A-  , Sz pk  = "xkk  — 4a  , ainfiy 

(S**  — 2. ]-j—L , èzy 
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— le*  — 4 akk  -f-  4 * 


Si  nous  vovtlons 


kk(ikk — 4 rf) 

trouver  maintenant  x , nous  avons  d’abord 
, k*  — %akk-\-A,aa  0 r , 

1 +y=- kKiu-Za)" > & en  fecond 

xkA — 4<7Æ  • r i+v 

lieu  1 — y = , t r >:  > ainh  — -- 

kk  ( îkk  — 4*1  ) 1 — y 

kA — 8 akk-\-Aaa  0 r, 

s= ; — — ; & par  coniequent 

3 kA — 4 a a 1 1 

kA  — $akkA-Aû4i  . • 

x — ; — h ; mais  cclt  au 

3 k4 — 4 aa 

refte  la  même  valeur  que  nous  avons  déjà 
trouvée  ci-dessus. 


140. 

Soit , pour  appliquer  ce  rcfultat  à un 

exemple  , la  formule  îx*  — 1 qui  doive 

devenir  un  quarré.  Nous  avons  ici  a= — 1 

& e—i  ; & le  cas  connu  où  la  formule 

cft  un  quarré  , eft  celui  où  x=  1 j ainfi  h 

=.  1 Sckk=  1 , c’eft-à-dire  k = 1 . Donc 

nous  aurons  la  nouvelle  valeur  x=— 

3-4 

= — 13  ; &c  puifque  la  quatrième  puif- 
■ùfice  de  x fe  trouve  feule  , on  peut  écrire 

L4 
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aufii  x—  -}-  1 3 , & de  là  refaite  ix ' — i 
= 57*i»  = C -39)"* 


Si  nous  regardons  à prefent  ceci  com- 
me le  cas  connu  , nous  avons  h—\^ 
=239  , &:  nous  obtenons  une  nouvelle 
valeur  de  x , qui  eft 

7 u 144719^63-4 


I , __  815959113 
2 1447191159* 


3 1447191159  • 


I4I. 

Nous  allons  confidérer  de  la  même  ma- 
niéré la  formule  un  peu  plus  générale  , a 
-\-cxx  -\-ex4 , & nous  prendrons  pour  le 
cas  connu  , où  elle  devient  un  quarré  , x 
= h;  de  forte  que  a-^-chh-^eh*— kk. 

Suppofons  donc  , afin  de  trouver  par-là 
d’autres  valeurs , que  x — h ~\~y , & notre 
formule  prendra  la  forme  faivante  : 
a , 

chh  2 c /ry  cyy  * 

e h*  - j-  4 e h> y -|-  6 c h hyy  4 eh  y*  -j-ey 

kk4-{ich-'rAeliy)y-\-{c-\-6elih  )yy+ 4 chy  }-f-ey*. 

Le  premier  terme  étant  un  quarré , nous 
fuppoferons  que  la  racine  quarrée  de  ceire 
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formule  eff  k-\-py-\-qyy  ; & la  formule 
elle-même  devra  erre  égale  au  quarré  kk 

*4- i/cpy  4-  ikm + w’+ iiy*  > déter- 


+ ppyy 

minons  à préfcnt  p & q , afin  de  retran- 
cher les  féconds  & les  troifiemes  termes  , 
nous  aurons  pour  cet  effet  ich+^eh'—xkp , 

ou  p—  — ~ — — , & c-\-6eh/i~ikq-\-pp  , 


c+6chh- v»  • i n • 

ou  q-=. — ~ — ; maintenant  les  termes  lui- 
vnns  étant  divifés  par  y’  , fe  réduifent  à 
l’équation  4eh-\-ey—ipq-\-qqy,  qui  donne 
enfin  y— -■  & par  conféqnent  aufiî 

la  valeur  x—h-^-y  , qui  fait  que  la  racine 
quarree  de  nette  formule  eft  k -\-py  ~rPyy- 
Si  après  cela  nous  regardons  ce  nouveau 
cas  comme  li  cas  donné , nous  pourrons 
trouver  un  autre  nouveau  cas,  & conti- 
nuer de  la  même  maniéré  autant  que  nous 
voudrons. 


Ï42. 


Rendons  l’article  précédent  plus  clair, 
en  l’appliquant  à la  formule 
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dans  laquelle  a—  i , c — — i tk  c^rz  i.  On 
voir  aufli-tôt  que  le  cas  connu  eft  x — i , 
& qu’ainfi  fi=  i Si  nous  faifons 

donc  x=i  -\-y  y & la  racine  qunrrée  de 
notre  formule  = i ~j -py  -\-qyy , il  faudra 
d’abord  que  p — i & enfuite  q = z ; & ces 
valeurs  donnent  y — o & x^=  i ; or  voilà 
le  cas  connu  , & on  non  a pas  trouvé  un 
nouveau  ; mais  c’cft  qu’on  peut  prouver 
d’autre  part  que  la  formule  propofée  ne  peut 
devenir  un  quarre  que  dans  les  cas  de  x 
S=  o & de  x = + 1 . 

• I43* 

Soit  donnée  auflx  pour  exemple  la  for- 
mule z — 3 xx -J-  zx4,  où  a—  i,  c=  — 3 
& e=  i.  Le  cas  connu  fe  trotive  aifément  ; 
il  eft  x = i j ainfi  h = i & k =.  i . Si  donc 
on  fait  x ==  i , & la  racine  — \-^-py 
4"  Wy  5 on  a P—  1 & 4 & de  là  ré- 

fultej  = o &:  x = i ; ce  qui  n’eft,  comme 
ci-deffus , rien  de  nouveau. 
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Autre  exemple.  Soit  la  formule  1 -j-8xar 
*-[- AT4 , où  a—  1 , cz=z 8 & e—i.  Une 
légère  confidération  fuffit  pour  remarquer 
le  cas  fatisfaifant  x — i-,  car  , en  fuppo- 
fant  h — 2,  on  trouve  k=  7 j ainli  faifant 
x—lJry,  & la  racine = 7 -\-py~\-  <jyy  » 
on  aura  p — ^ &:  d'où  réfulte  y 

= — — , & en  peut  omet- 

2911  2911^  y 

tre  dans  ces  valeurs  le  ligne  moins.  Mais 
cbfervons  de  plus  dans  cet  exemple , que , 
puifque  le  dernier  terme  cft  en  foi  déjù 
un  quarré,  & qu’il  doit  donc  demeurer  aulli  / 
un  quarré  dans  la  nouvelle  formule , on 
peut  également  appliquer  ici  le  procédé 
indiqué  pour  les  cas  de  la  troilieme  e/pece. 
Soit  donc  comme  auparavant  ,y  = 2-|-V, 

6c  nous  aurons 
1 

3*+3*y-f 

1 6 + 3 1 y-|-  2 ityv-!-8  v’-j-y4 

49+64^-1-3  » 

pxprcïïion  qu’on  peut  maintenant  tranf- 


’T7 2-  Elément 

former  en  un  quarré  de  plufieurs  maniérés. 
Car  d’abord  on  peut  fuppofer  la  racine  = 7 

*i~py-hyy>  & par  conféquent  la  formule 
égale  au  quarré  49  -j-  i4py  -f- , 4J-y_J_  2/^j 

+/7ixy 

faire  évanouir  les  pénultièmes  ter- 
mes par  la  fuppofition  de  zp  = 8,  ou  de 
Z7  — 4 » divifer  les  autres  termes  par  y , & 
tirer  de  l’équation  64 -f- 3 2y=  i4p-l- i4V 
+.^=!6  + 3o7,.Uvaleu0~I,& 

'Y~  1>  011  ce  qui  n’eft  à la 

vérité  que  le  cas  déjà  connu. 

ferais  fi  I on  cherche  à déterminer  p de 
façon  que  les  féconds  termes  difparoifient , 
on  aura  14^=64  , & p = 2 . & les 
autres  termes , oivifes  par  yy , formeront 
l’équation  i 4-{-pp-\~zpy=^^ z— |-8j/ , ou1^ 

4"^  J—  3 î~f_ïlyî  d’où  l’on  tirej= — 

& par  conféquent  x=  — 15'  ou  vr=-4-il* 

o , ^ 

cv  cette  valeur  transforme  notre  formule 
en  un  quarré,  dont  la  racine  efl-^-.  De 
plus  , comme — yy  n’efl  pas  moins  la 
racine  du  dernier  terme  que  ne  l’elf-j-yy» 
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on  peut  aufli  fuppofer  la  racine  de  la  for- 
mule = 7 -\-py — yy,  ou  la  formule  même 

= 49 + 1 4 py—i  4 yy— 2py'~ry*:  0,1  fera 
+ppyy 

évanouir  les  termes  pénultièmes  , en  fup- 
pofant8= — ip , ou  p= — 4;  & divifant 
les  autres  par  y , on  trouvera  64  -j-  3 iy 
= 1 4P — l4y-\~PPy= — ç6-|-2y,  ce  qui 
donne  .y  = — 4 , c’efl-à-dire  de  nouveau 
le  cas  connu.  Que  fi  l’on  vouloit  chafîer 
les  féconds  termes,  on  auroit  64^=14/», 
& p—j-f  par  conféquent  en  divifant  les 
autres  termes  par  yy  , on  obnendroit  3 z 

1 4~\~pp — ipy*  °u  î 2 + 

— ^y,  d’où  l’on  tireroit  y—  — x 

= , c’eft-à-dire  les  mêmes  valeurs  que 

nous  avons  trouvées  ci-deffus. 


145* 

On  peut  procéder  de  la  même  maniéré 
à l’égard  de  la  formule  générale  a-\-bx 
-j-cxx-j-ùù-  ’-j-cA:4 , quand  on  connoît  un 
cas  comme  x—h , dans  lequel  elle  devient 
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un  quarré  kk  y la  méthode  eft  toujours  de 
fuppefer  enfuite  x—h+y;  on  obtient  par-là 
une  formule  d’autant  de  termes  que  l’au- 
tre , & le  premier  defquels  elt  kk  y fi  après 
cela  on  exprime  la  racine  par  k+py+qyy , 
& qu’on  détermine  p & q de  maniéré  que 
les  féconds  & les  troifiemcs  termes  difpa- 
roiflent  aufii,  les  deux  derniers,  pouvant 
être  divifés  par  jy3 , fe  réduifent  à une  fini- 
pie  équation  du  premier  degré , de  laquelle 
on  tire  facilement  y , 8:  par  conléquent 
auffi  la  valeur  de  x. 

Mais  on  fera  cependant , comme  aupa- 
ravant , obligé  d’exclure  un  grand  nombre 
de  cas  que  donne  cette  méthode  ; (avoir 
ceux  où  la  valeur  qu’on  trouve  pour  x, 
neft  autre  que  celle  de  x , qui  étoit 
donnée , & dans  lefquels  par  conféquent 
on  n’a  pas  fait  un  pas  en  avant  ; ces  fortes 
de  cas  indiquent  ou  que  la  formule  eft  im- 
poflible  en  elle-même  , ou  qu’il  faudroit 
trouver  encore  cjuelqu’uutre  cas  où  elle 
devînt  un  quarré. 
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I46. 

Et  voilà  jufqu’où  on  eft  parvenu  à l’heure 
qu’il  eft  dans  la  réfolution  des  formules  qui 
font  affe&ées  du  figne  de  la  racine  quarrée. 
On  n’a  fait  encore  aucune  découverte  pour 
celles  où  les  quantités  qui  font  fous  le  figne 
pafient  le  quatrième  degré  , & lorfqu’il  fe 
prélente,  des  formules  qui  renferment  la 
cinquième  puiflancc  ou  une  puifiance  plus 
haute  de  x,  les  artifices  que  nous  avons 
développés  ne  fufîifent  pas  pour  les  ré- 
foudre  , quand  même  on  auroit  un  cas 
donné. 

Pour  qu’on  puifle  mieux  fe  convaincre 
delà  vérité  de  ce  que  nous  difons,nous 
confidérerons  la  formule  ^ ac  — j—  c,vjc 

4 , dont  le  premier  terme 
efi:  déjà  un  quarré.  Si  on  vouloit  , ainfi 
qu’auparavant , fuppofer  la  racine  de  cette 
formule  ,=k-\-px -{- gxx  , & déterminer 
p fk  q de  maniéré  à faire  difparoître  les 
féconds  & les  troifiemes  termes  , il  refte- 
roit  cependant  toujours  encore  trois  termes 


\ 
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qui , divifés  par  x3  , formeroient  une  équa- 
tion du  fécond  degré , & on  ne  pourroit 
évidemment  exprimer  x que  par  une  nou- 
velle quantité  irrationnelle.  Mais  voulût- 
on  fuppofer  la  racine  z=k  + px  ^-tjxx^.rx1 , 
fon  quarré  monteroit  à la  lixieme  puiffance, 
6e  quand  même  par  conféquent , on  dé- 
termincroit p , q & r de  façon  à retrancher 
les  féconds  , troiliemes  & quatrièmes  ter- 
mes, il  n’en  refteroit  pas  moins  la  qua- 
trième , la  cinquième  & la  fixieme  puif- 
fancc  ; & en  divifant  par  v4,on  ne  Iaif- 
feroit  pas  d’avoir  une  équation  du  fécond 
degré  , qu’on  ne  pourroit  réfoudre  fans  le 
lècours  d’un  ligne  radical.  On  voit  par-là 
qu’en  efTet  nous  avons  épuifé  ce  qu’il  y 
avoit  à dire  fur  les  formules  qui  doivent 
être  transformées  en  des  q narrés,  6c  il  ne 
nous  refie  qu’à  palier  aux  quantités  affec- 
tées du  ligne  de  la  racine  cubique. 

Chapitre 
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CHAPITRE  X. 

De  la  méthode  de  rendre  rationnelle  la  for - 
mule  irrationnelle  \/  a-[-  bx-j-cxx-j-dx!. 

I47. 

0 N cherche  donc  à préfent  des  valeurs 

de  x , telles  que  la  formule  a-\-bx-\-cxx 
-\-dx'-  devienne  un  cube,  & qu’on  en  puifîe 
extraire  la  racine  cubique.  Nous  prévien- 
drons auffi-tôt  qu’on  ne  pourroit  efpcrer 
aucune  folution  de  cette  el’pece  , fi  la  for- 
mule pafloit  le  troifieme  degré  j & nous 
ajouterons  que  fi  elle  n’éroit  que  du  fécond 
degré  , c’efi-à-dire  que  le  terme  dx'  dif- 
parût , la  folution  n en  deviendroit  cepen- 
dant pas  plus  facile.  Quant  au  cas  où  les 
deux  derniers  termes  difparoîtroient , & 
dans  lequel  ce  feroit  la  formule  a-fhx  qu’il 
s’agiroit  de  réduire  en  cube , on  voit  afiez 
qu’il  ne  foudre  aucune  difficulté,  & qu’on 
n’a  qu’a  faire  a pi , pour  trouyer  fur 

1 t,  p‘  — a 

le  champ  x — 1 , — , 

Tome  II. 


M 
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I48. 

Nous  devons  remarquer  de  nouveau , 
avant  d’aller  plus  loin  , que  lorfque  ni 
le  premier  ni  le  dernier  terme  ne  font 
des  cubes , on  ne  doit  pas  penfer  à réfoudre 
la  formule , à moins  qu’on  ne  connoifle  déjà 
un  cas  où  elle  devient  un  cube , foit  que 
ce  cas  fe  préfente  naturellement,  foit  qu’on 
ait  été  obligé  de  le  chercher  par  tâton- 
nement. 

Ainfi  nous  avons  d’abord  trois  elpeces 
de  formules  à confidérer  : l’une  a lieu  quand 
le  premier  terme  eft  un  cube  ; & comme 
alors  la  formule  s’exprime  par/’’  -\-bx-\-cxx 
, on  s’apperçoit  immédiatement  que 
le  cas  connu  eft  celui  de  x —o.  La  fécondé 
efpece  comprend  la  formule  a-\-bx  -\-cxx 
-j-g5*5 , c’eft-à-dire  le  cas  où  le  dernier 
terme  eft  un  cube.  La  troiiieme  efpece 
enfin  eft  compolëe  des  deux  premières , 
comprend  les  cas  dans  lelquels  le  pre- 
mier & le  dernier  terme  font  des  cubes. 


/ 


d 
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Premier  cas.  Soit p-pbx-pcxx-pdx'  la 
formule  propofée  qu’il  s’agit  de  transformer 
en  un  cube. 

Suppofons  que  fa  racine  foit  =f  -}- px 
&:  par  conféquent  que  la  formule  foit  égale 
au  cube  p -f-  y ffpx  -j-  3pppxx  -f- ; 
comme  les  premiers  termes  difparoilfent 
d’eux-mêmes,  nous  déterminerons  p de  façon 
à faire  difparoître  auffi  les  féconds  termes , 
favoir  en  faifant  b—  3pfp,  ou/>= 
préfentement  les  termes  reftans , étant  divi- 
libles  par  xx  donnent  c+dx=yfpp  -p  p'xt 

ainfi 

p>  — d 

Si  le  dernier  terme  dx'  ne  s*étoit  pas 
trouvé  dans  la  formule , on  auroit  pu  fup- 
pofer  (implement  la  racine  cubique  =/ , 
&;  on  auroit  eu  f’=p-\-bx-\-cxx , ou  b 
~L-cx—c  & x— — 7>*  mais  cette  valeur 
n’auroit  pu  fervir  à en  trouver  d’autres. 


Elément 


1 vO 

I 50. 

Deuxieme  cas.  Si  en  fécond  lieu  l’expref- 
on  propofee  a cette  forme  , 

’-j-o'*3,  on  indiquera  fa  racine  cubique  par 
p+gx  » dont  Ie  cube  eft  P 7 -j-  1SPPX  “h  3 ggpx 
+g'*'  , de  forte  que  les  derniers  termes 
fe  detruifent  ; maintenant  qu’on  détermine 
p de  façon  qu’au/îi  les  pénultièmes  difpa- 
roifTent  : cela  fe  fera  en  fuppofant  c—  yggp 
ou  p=  ‘ , & les  autres  termes  donneront 

* 3ëS  ^ 

enfuitea-|-/’jc=^,-|-3op,A: , d’où  l’on  tire 
a — p* 

X~3ZPP—b’ 

Si  le  premier  terme  a avoit  manqué,  on 
au r oit  pu  fe  contenter  d’exprimer  la  racine 
cubique  par  gx , & on  auroit  eu  g'x'—bx 
-fc.Y.v-t-g'..r,,ou  o—  b-\-cx,  donc  x=  — 1 

mais  cette  valeur  ordinairement  ne  fert  de 
rien  pour  en  trouver  d’autres. 

1 51-  ! 

Troijïcme  cas.  Soit  enfin  troifiémement 
la  formule  f* -{-  bx  -j- exx  g' x'  , dans 
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laquelle  le  premier  S:  le  dernier  terme  font 
des  cubes  ; il  eft  clair  qu’on  pourra  la  traiter 
comme  l’une  & comme  l’autre  des  deux 
efpeces  précédentes , & par  conféquent 
qu’on  pourra  obtenir-  deux  valeurs  de  x. 

Mais  outre  cela  on  peut  aufli  faire  la 
racine  —f  -\-gx , puis  égaler  la  formule  au 
cube  ïfggxx -{-g'x'* , & à 

caufe  que  les  premiers  6e  les  derniers 
termes  fe  détruifent , & que  les  autres  font 
divifibles  par  x , parvenir  à l’équation  b-\~cx 

= 3fJi+  )fS'Zx  > qui  doniie  x = Tjj^i' 

î 52. 

Lorfqu’au  contraire  la  formule  propofée 
n’appartient  à aucune  des  trois  efpeces  ci- 
delTus  , on  n’a  d’autre  reftource  que  de 
chercher  à trouver  une  valeur  qui  change 
cette  formule  en  un  cube;  en  fui  te  ayant 
trouvé  une  telle  valeur  , par  exemple,  x 
=^b , deforteque  a-\-bh  , 

on  fjppofe  x-h~\-y  j & fublHtuant  ou 
trouve 


bh-\-by 

chk  -\-zchy- j-  cy y 

dli ' -f-  ^d/ihy- {-  3 dhyy-\-dy' 

k'  +(b+zch-{-  3 dii/i)y+ (c+  ld/i)yy+dy\ 

Cette  nouvelle  formule  appartenant  à la 
première  efpcce , on  fait  comment  on  doit 
déterminer  y , & on  trouvera  par- là  une 
nouvelle  valeur  de  x , qu’on  pourra  faire 
fervir  enfuite  à en  trouver  d’autres. 

1 53* 

Eclairciflons  cette  méthode  par  quelques 
exemples , &.  fuppofons  d’abord  qu’on 
demande  que  la  formule  i -j-  x -f~  xx  , qui 
appartient  à la  première  efpece , devienne 
un  cube.  Nous  pourrions  faire  aufii-tôt  !a 
racine  cubique  = i , & nous  trouverions 
ar-j-  xx=o , c’eft-à-dire  x(i  -}-.y)  = o,  & 
par  conféquent , oujt=o  ou  a = — ij 
mais  nous  ne  pourrions  rien  conclure  de  là. 
Ecrivons  donc  peur  la  racine  cubique  i 
►j-yvr,  & comme  le  cube  en  efl 
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3 p p x'  -j-/?’  y’  , nous  aurons  1 = $p 
ou  p = j i moyennant  quoi  les  autres  ter- 
mes étant  divifés  par  xx  , donnent  i=)pp 

ou  x — 1 \P--i  or p—\  ; ainfi 

1 


x=  \ = 18  , & notre  formule  efl  i-j-  18 


-f-  324=343 , & la  racine  cubique , i+px 
= 7.  Si  nous  continuons  à préfent , en  fai- 
fant  x = 184-y , notre  formule  prendra  la 
forme  3 43  -j-  yty-\-yy , & il  faudra  par  la 
première  réglé  en  fuppofer  la  racine  cu- 
bique = 7 ~\~py  i en  la  comparant  après 
cela  avec  le  cube  343  — f-  itf  py  ^uppyy 
~| -p'y' , nous  voyons  qu’il  faut  faire  37 
= 1 47 p , ou  p—~~  ; les  autres  termes  don- 
nent en  ce  cas  l’équation  i=.npp-\-p'’  y , 

d’où  nous  tirons  la  valeur  dey'  = ?'ÎIP 

340. ixr. 147 io49sSd 


375 


F 

T^T  » Tji  Peut 


conduire  de  la  même  maniéré  à de  nou- 
v elles  valeurs. 
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Soit  propofé  d’égaler  à un  cube  cette 
autre  formule  Comme  on  trouve 

allez  aifément  le  cas  a:  = 5 , nous  ferons 
aufîi-tôt  ~~~y , C.  nous  aurons  2.7— j—  1 oy 
-y y ; nous  en  fuppoferons  la  racine  cu- 
bique = 3 , ainfi  la  formule  même 
=*7  + 1 7£y  -j-  9 'P y y +/;  > ' A nous  au- 
rons à faire  jo  = , ou  p~—~  j donc  1 


= 9PfJrPy  > Sz  y — 


4C17 
1000 1 


& x 


. 


1 ■ ' pP  V)  9.17 

. JOOO 

par-là  notre  formule 


devient  i 5 , dont  la  racine 

1 zoo  :,oo  1 

cubique  ne  peut  manquer  d’être  3-} - py 

}22 

IOO* 


1 5 5- 

Voyons  aufii  fi  cette  formule-ci , 1 -\-x* 
peut  devenir  un  cube  hors  des  cas  évidens 
de  x = o , & de  x = — i . Nous  remar- 
quons d’abord  que.,  quoique  cette  formule 
appartienne  à la  troiiieme  elpece  , la  ra- 
pine 1 -f-.v  ne  nous  e'd  cependant  d’aucun 
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ufagc,  parce  que  fon  cube  1 ~ ]—  $x  — 3 xx 
-J-  a:5  , étant  égal  à la  formule , donne  3* 
-[-  3 xx=o  , ou  x (i-j-jc-)=o  , c’eft-à-dire 
de  nouveau  .r  = o,  ou  y =.  — 1 . 

Que  fi  nous  voulions  faire  y— — i-\-y , 
nous  aurions  à transformer  en  cube  la  for- 
mule 3j — •>  qiJi  appartient  à la 

féconde  efpece  ; ainfi  fuppofant  fir  racine 
cubique  =zp-\-y  , ou  la  formule  même 
égale  au  cubep3  }ppy-{-}pyy-\-y' , nous 
aurions  — 3 =3 p,  ou p — — 1 , & delà 
l’équation  3y=p'-\-  -^ppy— — i-j-jy ,,  qui 
donney=£  , ou  infini  ; de  forte  qu’on  ne 
tire  aucun  parti  non  plus  de  cette  féconde 
fuppofition.  Il  ne  faut  pas  s’en  étonner  , Sc 
c’eft  en  vain  qu’on  chercheroit  d’autres 
valeurs  pour  y ; car  il  efi  démontré  que 
le  fomme  de  deux  cubes  , comme  /’-j-.v’ , 
ne  peur  jamais  devenir  un  cube  ; ainfi  en 
faifantt—  1 , il  efi:  clair  que  la  formule  , 
i-j-x3  , ne  peut  devenir  un  cube  que  dans 
les  cas  que  nous  avons  dit. 
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On  trouvera  pareillement  que  la  for- 
mule , 2-j-x3 , ne  peut  devenir  un  cube 
que  dans  le  cas  x = — 1.  Cette  formule, 
appartient  à la  fécondé  efpece  ; mais  on 
ne  peut  y appliquer  la  réglé  donnée  pour 
ce  cas , parce  que  les  termes  moyens  man- 
quent. C’eft  en  fuppofant  x = — i-j-y,  ce 
qui  donne  1 -\~3y — 3‘Yy~\~yi  ? qu’on  peut 
traiter  la  formule  fuivant  tous  les  trois  cas  , 
& qu’on  peut  fè  convaincre  de  la  vérité 
de  ce  que  nous  avançons.  En  effet , fi  dans 
le  premier  cas  on  fait  la  racine  = 1 -f- y , 
dont  le  cube  eft  1 -|- 3.7  4"  3 yy~\~yi  > ona 
— 3yy—3yy  , ce  qui  ne  peut  être  vrai  que 
lorfquey  = o.  Qu’on  fuppofe  , d’après  le 
fécond  cas  , la  racine  — — 1 -\-y  , ou  la 
formule— — 1 -\-%y — 3yy  , on  aura  1 

4-  3y= — 1 -j~3y , & y= l ou  une  valeur 
infinie.  Le  troifieme  cas  enfin  exigcroit 
qu’on  fuppôfât  la  racine  1 -\-y  , ce  qu’on 
a déjà  fait  pour  le  premier. 
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1 57- 

Soit  propofée  aufii  la  formule  3 -J-  3*’ , 
qui  doive  devenir  un  cube  : ce  cas  a lieu 
premièrement  fi  y = — 1 , mais  on  n’en 
peut  rien  conclure,  enfuite  aufii  quand  x 
= 2.  Qu’on  fuppofè  , à caufe  de  ce  fécond 
cas,  x = i-^-y  , on  aura  la  formule  27 
-f-  3 6y-\- 18 yy-j~3y’  ; & comme  elle  efl 
de  la  première  efpece , on  fera  fa  racine 
= } -\-py  y dont  le  cube  eft  zy-\~znpy 
~\~9PPyy~\~P' J' 9 comparant  maintenant, 
on  trouve  ^6—iyp  ou  p — j,  &:  de  là  ré- 

fulte  l’équation  1 8 — | -3y=ypp-^-py=  16 
-f-  , qui  donne  y = 3 & par  con fé- 

quent  x = Donc  notre  formule  3 + 3 xJ 
= — , & fa  racine  cubique  ^~\~py 

= “î  & cette  folution  fournira  de  nou- 
velles valeurs , fi  l’on  en  fouhaite. 

158. 

Ccnfidérons  encore  la  formule  4-\-xxf 
qui  devient  un  cube  dans  deux  cas  qu’on 
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peut  regarder  comme  connus , favoir  x=zi 
& x=  n.  Si  nous  faifons  d’abord  x—i 
~j -y , ce  fera  la  formule  « -j-  4y  -\-yy  qui 
devra  être  un  cube  dont  le  racine  foit  i 


> & ce  cube  étant  8-f-  ~\~\yy 

+ — y 5 , nous  trouvons  i = ~^y  ; donc 

y— y & a'  = 1 1 , c’cft-à-dire  le  fécond  cas 
donné. 

Si  nous fuppofonsà  prcfent  x=  i i -j- -y, 
nous  avons  yy-j-yy  , ce  qui  étant 

égalé  au  cube  de  5 ~\~py  •>  ou  à i z j-|— 7 5 py. 
+ 1 ÎPPyy  ~rP'y'  » donne  />=g  , & par- 
Ià  ‘ = 1 5 PP  -rpy  > ou  r'y=  » — 1 5 pp 


■ g j & par  conféqucnt  y — — , 

ôi  x = 


5_£97 

‘ 


Puifque  a:  peut  également  être  négatif 
& pofitif , fuppofons  x=~~  , &:  notre 

formule  deviendra  — , ce  qui  doit 
(1— J)  1 


être  un  cube  ; multiplions  donc  les  deux 
termes  par  1 — y , afin  que  le  dénominateur 
devienne  un  cube  , tk  nous  aurons 
S — S v — { — 8 y y — 8 y5 

( 1 — y)1 


-,  & ce  ne  fera  plus  que 
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le  numérateur  8 — 8y-J- %yy- — 8y’ , ou  , en 
divifant  par  8,  que  la  formule  i-y-^yy 

yi  qU’Ü  s’agira  de  transformer  en  un 

cube.  Cette  formule  fe  rapportant  à toutes 
les  trois  efpeces  , conformons-nous  d’abord 
à la  première , en  prenant  pour  racine  1 

— y i le  cube  en  eft  1 — y~Y\yy  — ^ 
y'i  ainft  nous  avons  1 —y=\  — r7y  > 011 
27 — Z7yr=9 — y ; donc  y = — ».  donc  1 

1 — y = donc  x=u, 

comme  auparavant. 

On  trouveroit  le  même  réfultat , en  re- 
gardant la  formule  comme  de  la  fécondé 
efpece. 

Enfin , fi  on  vouloit  s’en  tenir  à la  troi- 
ficme  &c  prendre  pour  racine  1 — y,  dont 

le  cube  eft  1 — 3y+£X? — / » on  auroit 

— 1 -} -jc= —3+37 , & y — 1 ; ainfi  x=  ~9 
ou  infini,  & par  conféquent  un  réfultat  qui 
n’eft  de  nul  ufage. 

1 59* 

Mais  puifque  nous  connoiflons  déjà  les 
deux  cas , x—i.  6c  x = 1 1 , nous  pouvons 
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auffi  faire  x=~tliyi  car,  moyennant  cela, 
{ iy=o , on  a x = i-,  &:  fi  y—  »,  on  a 

ar=-{-ii. 

Soit  donc  x—'—Z,  & notre  formule 
devient  4-f oa 

— —, — r— ->  ,•  multiplions  les  oeux 

(i-h y) 

termes  par  i -\-y , afin  que  le  dénomina- 
teur devienne  un  cube,  & ce  fera  le  nu- 
mérateur 8 -\-6oy-\-  J77yy-j- 12. 5y5  qu’il 
s’agira  de  transformer  en  un  cube.  Si  pour 
cet  effet  nous  fuppofions  la  racine f y, 
nous  verrions  difparoître  non-feulement  les 
deux  premiers  termes,  mais  auffi  les  der- 
niers. Ce  fera  donc  à la  fécondé  efpece  que 
nous  rapporterons  notre  formule  , en  pre- 
nant pour  racine  p-^jy  ; le  cube  en  eft 

fJr1')PPyJr7^PyyJr^^fi  ainfi  nous 
ferons  177^75^,  ou  p—~y  & il  en 
réfulte  8 -j- 6oy  —p1  -{- 1 5 ppy , ou  — ~~y 

— Sf» & y—ïSh*  d’oü  r°n  pourroit 

tirer  une  valeur  de  x. 

Mais  on  peut  fuppofer  auffi  x — , 

& dans  ce  cas  notre  formule  devient 
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A 1 4-}-44V-f-i2,iyy  8-|~36v4-ii5yy  _ 

~ * *—v+yy . ~ Ci  —yY  * 

de  forte  qu  en  multipliant  les  deux  termes 
par  i — y,  on  a S-f-zSjy-j-Sç^yy — 125^* 
à transformer  en  un  cube.  Si  donc  nous 
fuppofons  , conformément  au  premier  cas , 
la  racine  = 2 -\-7- y,  dont  le  cube  eft  8 
-l-28y-}-^  yy-l-^  y3  , nous  avons  89 
-1*5.7  =?■+  puiÿj=lf%  & par 


conféquent  jy=-p^— d’où  l’on  tire  x 
= 1 1 î c’eft-à-dire  une  des  valeurs  déjà 
connues. 

Mais  considérons  plutôt  notre  formule 
relativement  au  troifieme  cas,  & fuppo- 
fons-en  la  racine  =2  — 5 y ; le  cube  de  ce 
binôme  étant  8 — 6 oy  » 5 oyy — 1 1 5J3 , 

nous  aurons  28-}-  8qy= — 6o-j-ijqy» 
doncjy— d’où  l’on  tire  x= — de 
forte  que  notre  formule  devient 
ou  égale  au  cube  de 


l6o. 

Voilà  donc  les  méthodes  dont  on  eft  en 
pofleflion  quant  à préfent,  pour  réduire 


n- 


192  E L É M E N 5 

des  formules  telles  que  celles  que  nous 
avons  conlîdérées , foit  à un  quarré , foit 
à un  cube  , pourvu  que  la  plus  haute  puif- 
fance  de  l’inconnue  ne  pâlie  pas  le  qua- 
trième degré  dans  le  premier  cas , ni  le 
troiiîeme  dans  le  fécond  cas. 

On  pourroit  ajouter  encore  la  queftion 
de  transformer  une  formule  propofée  en 
un  quarré-quarré , dans  le  cas  où  l’incon- 
nue ne  pafferoit  pas  le  fécond  degré.  Mais 
on  obfervera  que  fi  une  formule , telle  que 
a+bx+  exx  , doit  être  un  quarré-quarré, 
il  faut  premièrement  qu’elle  foit  un  quarré, 
après  quoi  il  ne  réitéra  qu’à  faire  de  la  ra- 
cine de  ce  quarré  un  nouveau  quarré  , par 
les  réglés  que  nous  avons  données  pour 
cela.  Que  xx-j~y,  par  exemple  , doive 
être  un  bi-quarré , on  fera  d’abord  un 
quarré,  en  prenant  x=-~ÿj-,  ou  bien 
aufli  x — i la  formule  alors  devient 

.xf—  I 49  P 

Appqq 


-m 


gale  au  quarré 
4FPM 


+ 7 

, dont  il  faut  trans- 
former 
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former  la  racine  7F^n  pareillement  en  un 
quarré,  qu’on  multiplie  dans  ce  deflein  les 
deux  termes  par  ipq , afin  que  le  déno- 
minateur devenant  un  quarré , on  n’ait  à 
traiter  que  le  numérateur  rpq(jpp-\-qq).  On 
ne  peut  faire  un  quarré  de  cette  formule , 
qu’après  avoir  déjà  trouvé  un  cas  fatisfai- 
fant  ; ainfi  fuppofant  q—pq  , il  faudra  que 

la  formule  tppq  (7PP+PPU)  -^-P\  (7+{T), 
& par  conféquent  aufli , en  divifant  par 
p\  que  la  formule  xq  (7~(-{{)  devienne  un 
quarré.  Le  cas  connu  eft  ici  { = i , c’cft 
pourquoi  on  fera  q—  \ -J- v , & on  aura 

O + 6 ~f2°y+6.xy 

-J-  xy3 , dont  on  fuppofera  la  racine  — 4 
-| -'-y  i le  quarré  1 xoy ^ yy  étant 
égalé  à la  formule,  donne  6-[-2y— 
doncy/=4&  {=|.Or  q—^i  ainfi  q =9 
fk  p = 8 , ce  qui  rend  &:  la  for- 
mule 7 Si  enfin  on  extrait 

la  racine  quarrée  de  cette  fraétion  , on 
trouve5^,  & tirant  encore  de  celle-ci  la 
racine  quarrée,  on  trouve  — ; donc  c’eft 
Tome  IL  N 
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de  ~ que  la  formule  propofée  eft  le  quarré* 

quarré. 

161. 

Enfin  nous  avons  à remarquer  encore 
dans  ce  Chapitre  , qu’il  ell  des  formules 
dont  on  peut  faire  des  cubes  d’une  maniéré 
tout-à-fait  générale  ; car  fi  par  exemple 
cxx  doit  être  un  cube  , on  n’a  qu’à  faire 
là  racine  —px,  & on  trouve  cxx=p\x 5 , 

c 

ou  c=p'’x  , c’efc-à-dire  x—  — , oux=cj5, 

en  écrivant -au  lieu  de  p. 

î _ > 

La  raifon  en  ell  évidemment  que  la  for- 
mule contient  un  quarré  ; c’eil  pourquoi 
toutes  les  formules,  comme  a (£-{- ex)’, 
ou  abb  -}-  z abex  -j-  ac'xx , peuvent  tres-faei- 
lemcnt  fe  transformer  en  cubes.  En  effet, 
qu’on  en  fuppofe  la  racine  cubique=^p> 


on  aura  l'équation  a (é-j-cx)1: 


? ex 

qui , divifée  par  (é+cx)1 , donne 

d’ou  l’on  tire  x=— , valeur  dans 


laquelle  q elt  arbitraire, 
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Il  elî  bien  clair  par-là  combien  il  eft  utile 
de  réfoudre  les  formules  proposes  en  leurs 
faveurs  toutes  les  fois  que  cela  eft  poflible  j 
& c’eff  donc  une  matiefe  de  laquelle  nous 
croyons , avec  raifon  , devoir  traiter  au 
long  dans  le  Chapitre  fuivant. 


CHAPITRE  XI. 

De  la  Résolution  de  la  formule  axx-]-bxy 
-j-cyy  en  f es  facteurs. 

162. 

T i e s lettres  x & y ne  lignifieront  ici  que 
des  nombres  entiers  ; & nous  avons  v u 
fuffifamment  dans  ce  qui  a précédé,  & 
même  lorfqu’il  falloir  ce  contenter  de  ré- 
fultats  fra&ionnaires , que  la  queftion  peut 
toujours  être  ramenée  à des  nombres 
entiers.  En  effet , fi  par  exemple  le  nombre 
cherché  x eff:  une  fraêlion , on  n’a  qu’à 
faire  x & on  pourra  toujours  affigner 
/ & u en  nombres  entiers  j & comme  cette 

Ni 
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fraéfion  peut  le  réduire  à Tes  moindres 
termes,  on  regardera  les  nombres  t & u 
comme  n’ayant  aucun  commun  divifeur. 

Suppofons  donc  que  dans  la  formule  pré- 
fènte  x îk  y ne  foient  que  des  nombres 
entiers,  & tâchons  de  déterminer  quelles 
valeurs  on  doit  donner  à ces  lettres,  pour 
que  la  formule  obtienne  deux  ou  plufieurs 
faclc-urs  ; c’cfl:  une  recherche  préliminaire 
très-néceflaire , avant  que  nous  publions 
faire  voir  comment  cette  formule  fe  tranf- 
forme  en  un  quarré  , un  cube  ou  une  puif- 
iàncc  plus  haute. 

1 63. 

Trois  cas  fe  préfcntent  à confidérer  ici. 
Le  premier , quand  la  formule  fe  décom- 
pofe  réellement  en  deux  fatteurs rationnels, 
ce  qui  arrive,  comme  nous  avons  déjà  vu 
plus  haut , lorfquc  bb — 4 ac  devient  un 
quarré. 

Le  fécond  cas  eft  celui  où  ces  deux  fac- 
teurs font  égaux  , & où  par  conféquent  la 
formule  elt  un  quarré. 
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Le  troiAeme  cas  a lieu , quand  là  for- 
mule n’a  que  des  faveurs  irrationnels , foit 
qu’ils  foient  Amplement  irrationnels  , foit 
qu’ils  foient  même  imaginaires.  Us  feront 
Amplement  irrationnels , lorfque  bb  — 4 ac 
fera  un  nombre  poAtif  fans  être  un  quarré  ; 
ils  feront  imaginaires  A bb—/\accft.  négatif. 

164. 

Si , pour  commencer  par  le  premier  cas , 
nous  fu  p polo  ns  que  la  formule  foit  rcfoluble 
en  deux  fa&eurs  rationnels , on  pourra  lui 
donner  cette  forme  (fx-\ -gy)  (hx-\-ky), 
qui  renferme  donc  naturellement  déjà  deux 
faêleurs.  Voudra-t-on  enfuite  qu’elle  con- 
tienne d’ane  maniéré  générale  un  plus  grand 
nombre  de  fa&eurs,  on  n’aura  qu’à  faire 
fx  -|-  g y h x -f-  ky  =.rf  ; notre  for- 

mule deviendra  dans  ce  cas  égale  au  pro- 
duit pqrf  \ elle  contiendra  par  conféquent 
quatre  faeleurs,  & on  poutra  augmenter 
ce  nombre  à volonté.  Or  nous  obtenons  par 
ces  deux  équations-là  pour  x une  double 
valeur , lavoir  x — & x=’'  yv , ce  qui 

N 3 
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donne  hpq — ) ’gy=Jrf  ■ — yitjy,  & par  Con- 
féqucnt  = yk~ , & or  fi  l’on 

veut  que  x &:  jy  lbient  exprimés  en  nom- 
bres entiers , il  faudra  donner,  aux  lettres 
p y q , r & f des  valeurs  telles  que  le  ■ 
numérateur  l'oit  réellement  divifible  par  le 
dénominateur  j ce  qui  arrive  lorfque  foit 
p & r y foit  q &/  l'ont  divifibles  par  ce 
dénominateur. 

165. 

% 

Pcuir  rendre  tout  cela  plus  clair , foit 
donnée  la  formule  xx — yy , qui  efl:  com- 
pofée  des  fafteurs  (x-f-jy)  (x  — y).  Si  cette 
formule  doit  être  réfolue  en  un  plus  grand 
nombre  de  faéteurs  , on  fera  x-\-y—pq , 
& x — yzzzrf,  & on  aura  & y 

or  il  faudra  donc  pour  que  ces 
valeurs  deviennent  des  nombres  entiers, 
que  les  deux  nombres  pq  ik  rf  foient  ou 
tous  deux  pafrs  ou  tous  deux  impairi. 

Soit  par  exemple  p — 7,  q — 5 , /-=3 
& /=  1 , on  aura  pq— 35  & rf=.  3 ; donc 
*=  19  &y  = Kjj&de  là  refaite  xx — yy 
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—T  05  , lequel  nombre  eft  compofé  en  effet 
des  faveurs  7.5.3. 1 > c'e  forte  que  ce  cas 
ne  fouffre  aucune  difficulté. 

l66. 

Le  fécond  en  fouffre  encore  moins , fa- 
voir  celui  où  la  formule  renfermant  deux 
fadeurs  égaux , peut  le  repréfenter  de  cette 
maniéré , ( fx-\-gy  )’ , c’eft-à-dire  par  un 
cjuarré , qui  ne  peut  avoir  d’autres  fadeurs 
que  ceux  qui  proviennent  de  la  racine  fx 
-f -gy;  car  ff  l’on  fait  fx  -\-gyz=pqr , la 
formule  devient  = ppqjrr , & peut  avoir 
par  conféquent*  autant  de  fadeurs  que  l’on 
veut.  Il  faut  remarquer  de  plus  que  l’un 
feulement  des  deux  nombres  x & y eft  dé- 
terminé , & que  l’autre  peut  fe  prendre  à 
volonté  ; car  x , & il  eff  facile  de 

donner  à y une  valeur  telle  que  la  fradion 
difparoifi’e. 

La  formule  de  cette  efpece  la  plus  aifée 
à traiter , eft  xx  ; fi  l’on  fait  x=.pqr  , le 
quarré  xx  renfermera  trois  fadeurs  quarrés, 
favoir  pp , qq  &:  rr. 
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I67. 

On  rencontre  bien  plus  de  difficultés 
en  traitant  le  troificme  cas  , qui  eft  celui 
dans  lequel  notre  formule  ne  peut  fe  dé- 
compofer  en  deux  faéfeurs  rationnels  ; & 
il  faut  ici  des  artifices  particuliers , afin  de 
trouver  pour  x & y des  valeurs  telles  que 
la  formule  renferme  deux  ou  plufieurs  fac- 
teurs. 

Nous  rendrons  cependant  cette  recher- 
che moins  difficile , en  obfervant  que  notre 
formule  fe  transforme  facilement  en  une 
autre  , dans  laquelle  le  terme  moyen  man- 
que ; car  en  effet  on  n’a  qu’à  fuppofer  x 
= » Pour  avoir  la  formule  fuivante  : 

y^byxibtyy  | bylzlbvy  J^Cyy  ^ j 

Ainfi  nous  omettrons  auffi-tôt  le  terme 
moyen  , nous  confidérerons  h formule 
axx~\~cÿy  , & nous  chercherons  quelles 
valeurs  on  doitdonner  à x 8r  b y , pour  que 
cette  formule  fe  décompose  en  faéfeurs. 
On  jugera  facilement  que  cela  dépend  de 
Ja  nature  des  nombres  a & c ,•  auffi  com- 
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menccrons  - nous  par  quelques  formules 
déterminées  de  cette  efpece. 

168. 

Soit  donc  propofée  d’abord  la  formule 
xx+yy , qni  comprend  tous  les  nombres 
qui  font  la  fbmme  de  deux  quarrés , & dont 
nous  allons  mettre  les  plus  petits  fous  les 
yeux  ; favoir  ceux  qui  font  compris  entre 
i & 50  : 

1 j a» 4, 5 ? 8 » 9 > IO>  *3  > 16  1 *7 > i8> 
20 , iç  , 16  , 29  , 32  , 34  > 3^  > 37 
• 40,  41 , 4Ï  » 49  > 5°* 

On  voit  qu’il  fe  trouve  parmi  ces  nom- 
bres quelques  nombres  premiers,  qui  n’ont 
point  de  divifeurs  ; ce  font  ceux-ci  : 2 , 5 , 
13,  17  , 29  , 37  , 41.  Les  autres  ont  des 
divifeurs,  & ils  rendent  plus  claire  laquef- 
tion  : Quelles  valeurs  on  doit  adopter  pour 
x & y , afin  que  la  formule  xx  -j-yy  ait 
des  divifeurs  ou  des  fafteurs , Se  qu’elle  ait 
même  autant  de  ces  faéleurs  que  l’on  vou- 
dra ? Nous  remarquerons  de  plus  qu’on  peut 
faire  abftra&ion  des  cas  où  x Se  y ont  un 
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commun  divifeur,  parce  qu’alors  xx-^-yy 
feroit  divifible  par  le  même  divifeur  , Sc 
même  par  fon  quarré  : par  exemple  , fi  x 
=-7p  Si  y — jcj  , la  fomme  des  quarrés, 

ou  49/7’  + 49^=49  (PP+M)  > di- 
vifible non-feulement  par  7 , mais  aufli  paf 

49.  C’efi  pourquoi  nous  n’étendrons  la 
queftion  qu’à  des  formules  où  x Si  y n’ont 
aucun  commun  divifeur. 

On  voit  facilement  à préfent  én  quoi  gît 
la  difficulté  $ car  fi  d’un  côté  il  eft  clair  que, 
lorfque  les  deux  nombres  x Si  y font  irïl- 
pairs , la  formule  xx-\-yy  devient  un  nom- 
bre pair,  Si  par  conféquent  divifible  par  i , 
il  efl:  fouvent  d’autant  moins  aifé  de  favoir 
fi  la  formule  a des  divifeurs  ou  fi  elle  n’en 
a pas , lorfque  de  l’autre  côté  un  des  nom- 
bres x Si  y étant  pair  Si  l’autre  impair , la 
formule  elle-même  devient  impaire.  Nous 
ne  parlons  pas  du  cas  où  x Si  y feroient 
pairs,  parce  que  nous  avons  déjà  fait  fentir 
que  ces  nombres  ne  doivent  point  avoir 
de  commun  divifeur. 
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I 69. 

Que  les  deux  nombres  x & y foient  donc 
premiers  entr’eux , &:  que  cependant  la  for- 
mule xx-^-yy  doive  contenir  deux  ou  plu- 
fieurs  fa&eurs.  La  méthode  précédente  ne 
peut  s’appliquer  ici,  parce  que  la  formule 
n’eft  pas  réfôluble  en  deux  faveurs  ration- 
nels ; mais  les  faéfeurs  irrationnels  qui  com- 
pofent  la  formule  , &:  qu’on  peut  reprélèn- 
ter  par  le  produit  (x+yy/—  1 ) (x—y^/—  1 ) , 
nous  rendront  le  même  fervice.  En  effet , 
on  fènt  bien  que  fi  la  formule  xx-\-yy  a 
des  fafteurs  réels , il  faut  que  ces  fà&eurs 
irrationnels  foient  compofés  d’autres  fac-* 
teurs  y parce  que  s’ils  n’avoient  pas  aufli  des 
divifeurs , leur  produit  ne  pourroitpas  non 
plus  en  avoir.  Or  comme  ces  fafteurs  font 
irrationnels  & même  imaginaires  , & que 
de  plus  les  nombres  x & y ne  doivent  point 
, avoir  de  commun  divifeur , ils  ne  peuvent 
renfermer  des  fa&eurs  rationnels , &:  il  faut 
qu’ils  foient  pareillement  irrationnels  & 
même  imaginaires. 


1 
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170. 

Si  l’on  veut  donc  que  la  formule  xx+yy 
ait  deux  fafteurs  rationnels  , il  faudra  dé- 
compofer  chacun  des  deux  fafteurs  irra- 
tionnels en  deux  autres  fafteurs  $ c'efl 
pourquoi , fuppofons  d’abord  x~\~yy/ — 1 
1>(r-f/v/—  0»  & puifque 
y/ — i peut  fe  prendre  aufîi  bien  en  moins 
qu’en  plus  , nous  aurons  en  même  temps 

x~y  v— 1 —ip—i  / — 0 ('•—/✓  — 1 ) » 

prenons  maintenant  le  produit  de  ces  deux 
quantités  , & nous  verrons  que  notre  for- 
mule xx  +.X7— (//’+W)  ( rr > c’eft- 
à-dire  qu’elle  contient  les  deux  fuêleurs 
rationnels  pp-\-<jq  &:  rr~\~. ff- 

Il  nous  relie  à préfent  à déterminer  les 
valeurs  de  x & de  y , qui  doivent  de  même 
être  rationnelles  ; or  la  fuppolîtion  que  nous 
avons  faite  , donne  x-j -y y/ — 1 — pr — qf 
+/>/✓—■ ï+yV— : 1 » & x—yy/—i=pr 
— jf—q'V — 1 — pfy/ — 1 ; fi  nous  ajoutons 
ces  formules  , nous  avons  x=pr  — qf  ; fi 
nous  les  fouilrayons  l’une  de  l'autre  t nous 
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trouvons  iy\/ — i—ipf\/ — xyiqry/ — i, 

°u  J=Pf+9r‘ 

11  s’enfuit  par  conféquent  de  là  , qu’en 
faifant  x=pr — qf  & y=pf-^-qr , notre 
formule  xx-\-yy  ne  peut  manquer  d’obte- 
nir deux  fa&eurs , puifqu’on  trouve  xx+yy 
z=(pp-^-qq)  (rr-\-ff).  Que  û l’on  deman- 
doit  après  cela  un  plus  grand  nombre  de 
faéfeurs,  on  n’auroit  qu’à  donner  de  la 
même  maniéré  à p & à q des  valeurs  telles 
que  pp-\-qq  eût  deux  fafteurs;  on  auroit 
alors  trois  fa&eurs  en  tout , & ce  nombre 
pourroit  être  augmenté  par  la  méthode 
autant  qu’on  voudroit. 

171. 

Comme  nous  n’avons  rencontré  dans 
cette  folution  que  les  fécondés  puiffances 
de  p , q , r & /,  on  peut  prendre  aufli  ces 
lettres  en  moins  ; que  q , par  exemple , foit 
négatif,  on  aura  x—pr-\-qf  &:y—pf — qr  ; 
mais  la  fomme  des  quarrés  fera  la  même 
qu’auparavant , ce  qui  nous  fait  voir  que 
quand  un  nombre  eft  égal  à un  produit  tel 
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que  » on  Peut  deux  • 

façons  le  dccompofer  en  deux  quarrés  ; car 
nous  avons  trouvé  d’abord  x—pr — qftk 
y=pf-\-qr , & après  cela  aulîi  x=pr-\-qf 

& y—pï-v- 

Soit , par  exemple , p =3 , q—  z , r=i 
&:  f—L,  on  aura  le  produit  13  .5  =z6j=xx 
-J -yy , où  x=4  (k  y=-  7 , comme  .y  =8 
& y=  1 ; puifque  dans  l’un  & l’autre  cas 
xx-\-yy  = 6).  Si  l’on  multiplie  plulieurs 
nombres  de  cette  efpece , on  aura  auffi  un 
produit  qui  pourra  être  d’un  plus  grand 
nombre  de  façons  la  fomme  de  deux  quar- 
rés.  Qu’on  multiplie , par  exemple,  23+ 1‘ 
=5  * 3’  + *,=  I3>  & 4,+i1=‘7»  on 
trouvera  1105  , lequel  nombre  peut  fe 
décompofer  en  deux  quarrés  de  quatre 
maniérés , comme  on  va  voir  : 

J'.)  33’+  4% H*)  5x''~\~9'y  WI*)3I’+*1*» 
IV.)  14' -\-zy. 

I72* 

Parmi  les  nombres  qui  font  contenus 

dans  la  formule  xx-\-yy  , fe  trouvent  donc 
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premièrement  ceux  qui  font,  par  la  mul- 
tiplication , le  produit  de  deux  ou  de  plu- 
fieurs  nombres  * en  fécond  lieu  ceux  qui 
font  Formés  différemment.  iNous  nomme- 
rons ces  derniers  facteurs  Jimples  de  la  for- 
mule xx-\-yy , & les  premiers  faveurs  com- 
pofés.  D’après  cela  les  faéleurs  {impies  fe- 
ront des  nombres  tels  que  les  fuivans  : 

5,9,  13,  17,29»  37»  4i  , 49  > &c. 
& on  diftinguera  dans  cette  fuite  deux  ef- 
peces  de  nombres  ; les  uns  font  les  nombres 
premiers,  1,5,  13  » «7,  *9  * 37  » 4»  * 
qui  n’ont  aucun  divifeur , & qui  tous  , 
excepté  le  nombre  z , font  tels  que  fi  l’on 
en  ôte  1 , le  refte  fé  trouve  divifible  par 
4 ; de  forte  que  tous  ces  nombres  font  con- 
tenus dans  l’expreflion  4/1-}-  1.  La  féconde 
efpece  comprend  les  nombres  quarrés  9 # 
49 , &c.  & on  remarquera  que  les  racines 
de  ces  quarrés , favoir  3,7,  &c.  ne  fe 
trouvent  pas  dans  la  fuite  , & que  çes  ra- 
cines font  contenues  dans  la  formule  4 n — 1. 
11  eft  clair  d’ailleurs  qu’aucun  nombre  de 
la  forme  4 n — 1 ne  peut  être  la  fomme  da 
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deux  quarrés  ; car  puifque  ces  nombres 
font  impairs , il  faudroit  que  l’un  des  deux 
quarrés  fût  pair  & que  l’autre  fût  impair  ; 
or  nous  avons,  vu  plus  haut  que  tous  les 
quarrés  pairs  font  divilibles  par  4 , & que 
les  quarrés  impairs  font  contenus  dans  l’ex- 
preflion  411- [-1  ; fi  donc  on  ajoute  un  quarré 
pair  &:  un  quarré  impair  , la  fomme  aura 
toujours  la  forme  de  4/7  — |—  1 , & jamais  de 
4 n — 1.  Que  tout  nombre  premier  au  relie 
qui  appartient  à la  formule  4/7  — 1 , cil  la 
fomme  de  deux  quarrés  ; c’ell  une  vérité 
indubitable,  mais  qui  n’cll  pas  tant  aifée 
à démontrer. 

T73- 

Allons  plus  loin  , & conlidérons  la  for- 
mule x x -\-î.yy  , dans  le  delTein  de  voir 
quelles  valeurs  il  faut  donner  à x & à y, 
afin  qu’elle  ait  des  faéleurs.  Comme  cette 
formule  s’exprime  par  les  fuéleurs  imagi- 
naires (x-\-y\f — 2)  (x — y\/  — 2),  on  voit, 
ainfi  qu’auparavant  , que  fi  elle  a des 
divifeurs , ces  faéleurs  imaginaires  doivent 

pareillement 
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pareillement  en  avoir.  Qu’on  luppofe  donc 

X~\~JV — î—(/’-h</i/ — O H//-0, 

d’où  s’enfuit  de  foi-même  jr — y y/  — z 


— (p — IV — 2 ) (r — f V — î ) * & 011  aura 
•VAr  + 2;yj=(/?/,+  2-?‘7)  ("“h*//')»  niniî 
cette  formule  a deux  fa&eurs  , dcfquels 
l’un  & l’autre  ont  la  même  forme.  Mais 
il  reffe  à déterminer  les  valeurs  de  x &c 
de  y , qui  produifent  cette  transforma- 
tion j on  confidérera  , pour  y.  parvenir  , 
que  puifque  x -j-y  j/ — x—pr — tqj^Vqr 
V — lJTPfV — 2 > & que  x—y^—i—pr 
— iqf — qry/ — 2 — pj'y/  — x , on  a la 
fomme  xx—xpr — 47/,  &parconféquentJf 
— xqf , & qu’on  a de  plus  la  différence 
2yy/ — x—xqry / — x-\-ipfy/ — i ; de  forte 
que  y—qr^-pf.  Lors  d ne  que  notre  for- 
mule xx-\-xyy  doit  avoir  des  faéteurs,  ils 
feront  toujours  des  nombres  de  la  même 
efpece  que  la  formule  , c’eff-à-dire  que 
l’un  aura  la  forme  pp-\~  iqq  , & l’autre  la 
forme /r -j- xff  ; & afin  que  ce  casait  lieu  9 
x & y pourront  encore  fe  déterminer  de 
deux  maniérés  différentes , à caule  «que  q 
T oms  11.  O 
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peut  être  également  négatif  & pofitif  -,  car 
on  aura  d’abord  x=pr — rqj , & y—pf+E 
tk  en  fécond  lieu  x—p/-\-rqJ & y—pf 
— qr. 

174- 

Cette  formule  xx-J-iyy  renferme  donc 
tous  les  nombres  qui  réfuirent  de  l’addi- 
tion d’un  quarré  & du  double  d’un  autre 
quarré  ; & yoici  l’énumération  de  ces  nom- 
bres pouflee  jufqu’au  nombre  ^o: 

I 1 , y 17  J 

l8,  I 9,  il  , 24,  IJ  , 17,3i,33,  34, 

30,38,  41,43  ,44, 49,  5 °* 

Nous  diviferons , comme  auparavant , 
ces  nombres  en  (impies  & compofés  5 les 
(impies  ou  ceux  qui  ne  font  pas  compofés 
des  nombres  précédens  , font  ceux-ci  : 1 , 

i,  3 , j 1 , 17  i 19,  25  , 4«  , 43  » 49,  qui 
tous,  excepté  les  quarrés  15  & 49  , font 
des  nombres  premiers  j & il  faut  remar- 
quer qu  en  général  , (i  un  nombre  eft  pre- 
mier & ne  le  trouve  pas  dans  cette  fuite, 
on  e(f  sûr  d’y  rencontrer  fon  quarré.  On 


Digitizcd-by  Google 


2,1  r 


D A L G E B R E'. 

peut  obferver  aufli  que  tous  les  nombres 
premiers1  qui  font  contenus  dans  notre  for- 
mule , appartiennent  tous  foit  à lexpreflion 
8/2  — j—  i , foit  à 8/2 3 , tandis  que  tous  les 
autres  nombres  premiers  , favoir  ceux  qui 
font  compris  dans  les  formules  8//-}-  5 & 
8/2+7,  ne  peuvent  jamais  former  la  fomme 
d’un  quarré  &:  d’un  double  quarré  ; il  elt 
de  plus  très  - certain  que  tous  les  nombres 
premiers  qui  font  contenus  dans  une  des 
autres  formules  , 8/2— {—  1 & 8/2 -j-  3 , font 
toujours  réfolubles  en  un  quarré  joint  au 
double  d’un  quarré. 

175* 

Paflons  à l’examen  de  la  formule  géné- 
rale xx+cyy  , & voyons  moyennant  quelles 
valeurs  de  x & dey'  on  peut  la  transfor-' 
mer  en  un  produit  de  faéfeurs. 

Nous  procéderons  comme  ci-deflus  ; 
nous  repréfenterons  la  formule  par  le  pro- 
duit — c ) {x — y\/ — c ) & nous 

exprimerons  pareillement  chacun  de  ces 
faéfcurs  par  deux  faveurs  de  la  même 

Oi 
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efpece  ; c’elt-à-dire  que  nous  ferons  x -f -y 

X— c==(p+lrV-y O ir~\rfV~c-)  & 

x—y  \/—c=(p  —i]  y c ) (/•— / y — C ) ,* 
de  là  réfulte  xx+cjy,j,= (pp+cqq  ) ( rr+cff  ) 
&;  l’on  voit  donc  que  de  nouveau  les  fac- 
teurs font  de  la  même  efpece  que  la  for- 
mule. Quant  aux  valeurs  de  x & dej, 
on  trouvera  de  même  facilement  x=pr 
-\~cof  & y — gr-j-pf  » ou  bien  aufii  x—pr 
— c.y/,  &y—pf — qr,  & ileftaifé  d’ima- 
giner comment  la  formule  peut  fe  réfoudre 
en  un  plus  grand  nombre  de  facteurs. 

176. 

11  fera  facile  maintenant  de  procurer  aufll 
des  facteurs  à la  formule  xx  — cyy  ; car 
d’abord  on  n’a  qu’à  écrire  — c au  lieu  de 
c ; mais  de  plus  on  peut  les  trouver  im- 
médiatement de  la  maniéré  fuivante  : com- 
me notre  formule  équivaut  au  produit 
(x+j\/  CX*— yV' c)>  qu’on  faffe  x-\-y\/c 

=(p+<ivc ) ('-H'/ 0 » & x — y vc 

=(/> — qyj c)  (r — fyc),  & on  aura  fur- 
ie-champ xx—cyy—(pp—ccH)  Çrr—cff)  i 
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en  forte  que  cette  formule  eft  -,  de  même 
que  les  précédentes , égale  à un  produit 
dont  les  fafteurs  lui  reffemblent  par  la 
forme.  Pour  ce  qui  regarde  les  valeurs  de 
x & de  y elles  fe  trouveront  pareillement 
être  doubles  ; cela  veut  dire  qu’on  aura 
x=pr-^-cqf  & y—qr-\-p[ , & qu’on  aura 
auffi  x=pr — cqf  &L y=pj — qr.  Que  lî  on 
vouloit  faire  la  preuve  & voir  fi  on  obtien- 
droit  par-là  le  produit  qu’on  a trouvé , on 
auroit , en  eflayant  les  premières  valeurs , 
X*  =pprr-\-  icpqrf  -f  ccqqff , & yy  =ppff 

+ HrfJcwri  ou  cyy=cppjf+  **pqrf 

-j-  cqqrr  de  forte  que  xx — cyy=pprr 
— cPPff~\~  cccl(lff — cqqrr  yce  qui  n’efi:  autre 
choie  que  le  produit  trouvé  , ( pp  — cqq ) 
(rr—eff). 

177* 

Jufqu’à  préfent  nous  avons  confidéré  le 
premier  terme  fans  coefficient  ; mais  nous 
allons  fuppofer  à préfent  que  ce  terme  foif 
pareillement  multiplié  par  une  autre  lettre , 
& nous  chercherons  quels  facteurs  la  for- 
mule axx-\-cyy  peut  obtenir. 

0} 
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Il  cfl:  évident  ici  que  notre  formule  eft 
égale  au  produit  (x\/ a-\*y\/ — c ) ( x\/a 
■ — yV — O > & ^ s’agit  par  conséquent 
Redonner  de  même  des  faéleurs  à ces  deux 
fa&eurs.  Or  il  fe  préfente  en  ce  point  une 
difficulté  ; car  fi  l’on  vouloit  , d’après  la 
méthode  précédente  , faire  x\f  a- \-yy/ — c 
—C/V a+W — c)  (ry/i a-\-fy/—c)=.apr 
* — CLlf'\~FÏV  — ac~\~qr\/ — ac  , & x\  a 
—yV — c=(py/a — qy/ — c)  (ry/a— / 
y/ — c)—apr — cqf—pfy — ac — q\  — ac, 
on  auroit  ix  a=iapr—  rcqf , & 2 y 
\/ — c=rpf^ — ac~\~xqr\/ — ac  i c’efl-à- 
dire  qu’on  trouveroit  tant  pour  x que  pour 
y des  Valeurs  irrationnelles , lefquellcs  ne 
peuvent  être  admifès  ici. 

178. 

Mais  cette  difïiculré  peut  fe  lever  , & 
Voici  comment  : Qu’on  fafle  xyj a +yy/ — < 
ç=.{p\/ a-\-q\/ —c)  (r-\-f\/ — ac)  —pryj a 

’ — ciJy  a~\-‘]ry — c~\~apjV' — c , & * \A 

“7  \ —C—(P  Va—q  y- — c)(r — f \ »/  — ac) 
z^p'V a — cqf\  a — qr\/ — c — a pj  y/ — C i 
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cette  fuppofîtion  donnera  pour  x & y les 
valeurs  rationnelles  fuivantes  : x=pr — cqf 
& y=qr-\-apf ; & notre  formule  axx 
+cvj',aura  les  fadeurs  ( app+cqq ) ( rr+aeff  ), 
dont  l’un  feulement  eft  de  la  même  efpcce 
que  la  formule,  l’autre  ayant  une  forme 
différente. 

179. 

Il  ne  laiffe  pas  cependant  d’y  avoir  une 
grande  affinité  entre  ces  deux  formules  , 
vu  que  tous  les  nombres  qui  font  contenus 
dans  la  première  formule , lï  on  les  mul- 
tiplie par  un  nombre  compris  dans  la  fé- 
condé , retombent  dans  la  première.  Nous 
avons  auffi  déjà  vu  que  deux  nombres  de 
la  fécondé  forme  xx-\-acyy,  laquelle  re- 
vient à la  formule  xx-j-cyy  que  nous  avons 
confédérée,  étant  multipliés  l’un  par  l’autre , 
redonnent  un  nombre  de  la  même  forme. 

11  11e  nous  relie  donc  qu’à  examiner  à 
quelle  formule  appartient  le  produit  de 
‘deux  nombres  de  la  première  efpece , ou 
de  la  forme  axx  -J-  cyy. 

O4 
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Multiplions,  dans  cette  vue  , les  deux 
formules  ( aFP~\~C(}  j)  (arr~\~cJf)  » cIui  font 
de  la  première  efpece  ; il  cft  aifé  de  voir 
que  ce  produit  pourra  être  représenté  de 
cette  maniéré  : (apr-\-cqfy~\-ac  (pf- — qr)\ 
Si  donc  nous  fuppofons  ici  apr-^-cqf—  x , 
r=y,  nous  aurons  la  formule  xx 
-j- acyy , qui  cft  de  la  derniere  efpece.  Il 
s’enfuit  de  là  que  deux  nombres  de  la  pre- 
mière efpece  axx-j-cyy  , étant  multipliés 
l’un  par  l’autre  , le  produit  efl  un  nombre 
de  la  fécondé  efpece.  Si  nous  indiquons 
les  nombres  de  la  première  efpece  par  I , 
& ceux  de  la  fécondé  par  II , nous  pou- 
vons indiquer  de  la  maniéré  abrégée  qui 
fuit  les  concluions  auxquelles  nous  venons 
d'arriver  : 

I!.  donne  II  ; I.îl  donne  I ; IÎ.II  donne  II. 
Ft  on  voit  par-là  d’autant  mieux  ce  qui  doit 
en  rclulrer,  fi  on  multiplie  plus  de  deux 
de  ccs  nombres;  favoir  que 

I.I.I  fait  I ; que  I.LI1  fait  II  ; que  I.II.II  fait  I. 
£nfin  que  1I.1I.1I  fait  II. 
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l80. 

Soit,  pour  éclaircir  l’article  précédent j 
û— i & c=3  , il  en  résultera  deux  efpeces 
de  nombres,  l’une  contenue  dans  la  for- 
mule rxx-j-yyy , l’autre  comprife  dans  la 
formule  xx-j-6yy.  Or  les  nombres  de  la 
première  poulies  jufqu’à  50,  font 

10  1 > 3 » 5 > 8 , ii, ii, 14, 18, 20,21, 
27 , 19»  3° j 31»  35  » 44 , 45, 48  , 50. 
Et  les  nombres  de  la:  fécondé  efpecc,  pouf 
fés  de  meme  jufqu’au  nombre  50  , font 

II.)i)4>6,7,9,io,i5,i6,2i,  z4j 

25  » *8,  3 1»  33»  36,  40, 42,  49- 

Si  donc  nous  multiplions  maintenant  un 
nombre  de  la  première  efpecc,  par  exem- 
ple 3 5 , par  un  nombre  de  la  fécondé , fup- 
pofons  par  31 , le  produit  1085  fera  sûre- 
ment compris  dans  la  formule  2xx~\-$yy  ; 
ou  bien  on  peut  trouver  pour  y un  nom- 
bre tel  que  108  j — 3 y y foit  le  double  d'un 
quarré  ou  — ixx;  or  cela  arrive  d’abord 
quand  dans  lequel  cas  x—iy,  en 
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fécond  lieu  , quand  y — 1 1 , en  forte  que 
*=19  ; en  troifieme  lieu,  lorfque  y=i3  , 
ce  qui  donne  jr=i7  ; & enfin  , en  qua- 
trième lieu,  quand  y—  19,  d’où  réfuite 
x—i. 

On  peut  partager  ces  deux  efpeces  de 
nombres , comme  les  autres,  en  nombres 
{impies  & en  nombres  compofés  ; on  don- 
nera ce  dernier  nom  à ceux  qui  font  com- 
pofés de  deux  ou  de  plufieurs  des  nombres 
plus  petits  de  l’une  ou  de  l’autre  efpece; 
ainfi  les  nombres  fimples  de  la  première 
efpece  feront  ceux-ci  : 2 , 3 , 5 > 1 1 > 19» 
& les  nombres  compofés  de  la  même 
efpece , feront  8,  12,  14,  18,  20 , 17, 

30,  31,  35 , 40, 45  > 48,  5°»  &c* 

Les  nombres  fimples  de  la  fécondé 
efpece  feront  1 , 7 *3 1 , & tous  les  autres 
de  cette  efpece  feront  des  nombres  com- 
pofés , favoir  4,6,9,  10,15,  16  , 22 , 
24, 25  , 28, 33, 36»  4°  > 4*  j 49- 
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CHAPITRE  XII. 

De  la  transformation  de  la  formule  axx 
-j-cyy  en  des  quarrés  & en  des  puiffances 
plus  élevées . 

1 8 1- 

Nous  avons  déjà  vu  plus  haut  qu’il  eft 
fouvent  impoflible  de  réduire  à des  quar- 
rés  des  nombres  de  la  forme  axx-\-cyy  ; 
mais  toutes  les  fois  que  cela  eft  pofiible , 
on  peut  transformer  cette  formule  en  une 
autre  , dans  laquelle  a=  1. 

Par  exemple  , la  formule  2 pp — qq  peut 
devenir  un  quarré  , & comme  elle  peut 
aufli  fe  repréfenter  par  (2 p+q)' — 2 .(p+q)\ 
on  n’a  qu’à  faire  zp-\-q—x  & p-\-q=.y  , 
& on  parvient  à la  formule  xx  — zyy , 
dans  laquelle  a=  1 & cz=z.  C’eft  une 
femblable  transformation  qui  a lieu  toutes 
les  fois  que  de  telles  formules  peuvent  de- 
venir des  quarrés.  Ainfi  quand  il  s’agit  de 
transformer  la  formule  axx~\~cyy  en  un 
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quarré  ou  en  une  puiflance  plus  haute  \ 
mais  paire , on  peut  fans  balancer  fup- 
pofer  a=.  i , & regarder  les  autres  cas 
comme  imposables.  ’ 

l82. 


Soit  donc  propofee  la  formule  xx+cyy, 
& qu’il  s’agifle  d’en  faire  un  quarré.  Comme 
elle  eft  compofée  des  faéleurs  (. r+y  y / — c) 
(* — y y/ — c)  , il  faut  que  ces  fa&eurs  foient 
ou  des  quarrés  ou  des  quarrés  multipliés 
par  un  même  nombre.  Car  h le  produit 
de  deux  nombres , par  exemple  pq  doit 
être  un  quarré , il  faut  que  p—rr  & q—ff ; 
c’eft-à-dire  que  chaque  faéleur  foit  de  foi- 
même  un  quarré,  ou  bien  que p = mrr &; 

& qu’ai nfi  ces  fa&eurs  foient  des 
quarrés  multipliés  l'un  & l’autre  par  un 
même  nombre.  C’efl  pourquoi  nous  ferons 
x-\ ~yV — c-=.m  {p-\-q yj — i^jils’^enfui- 
vra  x — y y/ — c—m  ( p — qyj — c)' , & nous 
aurons  x x -\-cyy —mm(pp  cq  qY  ,ce  qui 

efl  un  quarré.  Nous  avons  de  plus,  pour 
déterminer  x Ôcy  , les  équations  x +yy — c 
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7pp-\~  xmpcj  \/ — c — mcqq , 8c  x — y 
\/ — c=mpp  — impq  \/ — c — mcqq , dans 
lefquelles  naturellement  x équivaut  à la 
partie  rationnelle,  &v\/ — c à la  partie 
irrationnelle;  ainfi  x—mpp — mcqq  , & y 
\/  — c = xmpq\/ — c,  OU  y = impq  , & ce 
font  ces  valeurs  de  x & dejy'  qui  tranf- 
forment  l’expreflion  xx  + cyy  en  un  quatre 
mm(pp-\-cqqy , dont  la  racine  eftmpp 
>-\-mcqq. 

o 183. 


Si  les  nombres  x & y ne  doivent  point 
avoir  de  divifeur  commun , il  faut  fuppofer 
m—\.  Alors,  pour  faire  que  xx-\-cyy 
devienne  un  quarré , on  fe  contente  de 
prendre  x=.pp — cqq  & y=zxpq , ce  qui 
rend  la  formule  égale  au  quarré  pp-\-cqq. 

On  peut  aufli , au  lieu  de  faire  x—pp 
— cqq  y fuppofer  x =cqq — pp , vu  que  le 
quarré  xx  ne  laide  pas  d’être  le  même. 

Les  mêmes  formules , au  refte  , ayant 
été  trouvées  plus  haut  par  des  voies  tout- 
à-fait  différentes , il  ne  peut  y avoir  de 
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doute  fur  la  juftcffe  de  la  méthode  que  nous 
venons  d’employer.  En  effet , fi  on  veut 
que  xx~\~cyy  devienne  un  quarré  , par  la 
méthode  précédente  on  fuppofè  la  racine 
= .y— j—  y , 8c  on  trouve  x x-\-cy  y—  x x 
. on  efface  les  xx  , on  divife 
les  autres  termes  pary,  on  multiplie  par 
< qqy8c  on  a cqqy=rpqx-\-ppy  , ou  cqqy 
— ppy=zpqx  i divifant  enfin  par  zpq  & 
par  y,  il  en  réfultej  = ^^.  Or  y & y 
devant , ainfi  que  p 8c  q , n’avoir  point 
de  divifeur  commun , il  faut  égaler  x au 
numérateur  8c  y au  dénominateur,  & on 
obtient  par-là  les  mêmes  réfultats  que  nous 
venons  de  trouver  , favoir  x=cqq — pp , 
8ty='Lpq. 

184. 

Cette  folution  eft  bonne  , que  le  nom- 
bre c foit  pofitif  ou  qu’il  foit  négatif  -,  mais 
fi  de  plus  ce  nombre  a lui-même  des  fac- 
teurs , comme  fi  c’étoit  par  exemple  la 
formule  xx  -j-aevy  qui  dût  devenir  un 
quarré , on  auroit  non-feulement  la  foiu- 
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tion  précédente  , qui  donne  x=acqq~pp 
&y=xpq,  mais  encore  cette  autre,  x=Cqj 
aPP  &y=2P'J  i car  dans  ce  dernier  cas 
on  a,  de  même  que  dans  l’autre , xx-\-acyy 
=Ccq*-\-zacppqq-\-aap*=  (cqq+appYj  Ce 
qui  a lieu  aulïï  , quand  on  prend  xzz^app 

~cqq  , parce  que  le  quarré  xx  relie  le 
même. 

Cette  nouvelle  folution  fe  trouve  au/Iî 
par  la  derniere  méthode , de  la  façon  fui- 
vante. 

Qu’on  faffe  x-f y J—  ac=z(pja+q 
V—cy,  & x — y y ac=  (py  a — q 

\ c ) , °n  aura  xx+acyy=(app-ycqqy  , 
& par  conséquent  = □ ; de  plus,  à caufe 
de  X -j-JK  V — ac=zappjr zpq y/ —ac—cqq  , 
& de  x — yyj — ac=app  — z pqy/- — ac 
—cqq  , on  trouve  X—app—cqq  & y— zpq. 

Il  eft  clair  aulîi  que  lî  le  nombre  ac  eft 
réfoluble  en  deux  fafteurs  d’un  plus  grand 
nombre  de  maniérés  , on  pourra  trouver 
aulîi  un  plus  grand  nombre  de  lolutions. 
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I85. 

Eclairciiïons  tout  cela  au  moyen  de  quel- 
ques formules  déterminées  ; Se  d’abord , 
fi  c’eft  la  formule  xx-\-yy  qui  doit  devenir 
un  quarré , nous  avons  ac  = 1 ; ainfi  x=pp 

— qq,&y=zrpq,  d’où  s’enfuit  xr  -\-yy 

=lpp+ ??)*• 

Si  on  veut  que  xx — □ ; on  a ac 

— — 1 j ainfi  on  prendra  x=pp-j-qq  & y 
= xpq , & il  en  réiultera  xx—yy—(pp 

— qq)\ 

Veut-on  que  la  formule  xx-\-iyy=  □ , 
on  a ac=x-,  qu’on  prenne  donc  x=pp 

— iqq , ou  X — ipp  — qq  & J—  ipq , & on 
aura  xx  -\-xyy  = (pp-]-%qqy,0\l  XX -fl y y 

=(  W +??)*■ 

Si , en  quatrième  lieu,  on  veut  que  xx 

— iyy  = □ , où  ac = — i , on  aura  *==#> 
-f  iqq  & jy=  ; donc  xx — ivy=  (pp 

— iqq)\ 

Qu’on  veuille  enfin  que  x-\-6yy=  □ , 
on  aura  ac=6,&i  par  conféquent  ou  a=  1 
6ec=6 , ou  a=i  & c—p  \ dans  le  premier 

cas 
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casx—  pp  — , Scy=xpq  ; de  forte 

que  x x-\-6yy=(pp-\-6qqY  -,  dans  le  fécond 
cas  x—ipp — 3 qq , & y—ipq  ; d'où  réfulte 

xx+6yy = ( W+3  ??)’• 

18  6. 

Mais  fi  c’elt  maintenant  la  formule  axx 
-\-cyy  qu’on  doit  transformer  en  un  quarré  ; 
comme  nous  avons  prévenu  que  cela  ne 
peut  fe  faire  que  quand  on  connoît  déjà 
un  cas  dans  lequel  cette  formule  devient 
réellement  un  quarré  , nous  fuppoferons 
que  ce  cas  donné  ait  lieu  , quand  x=f 
tic  y— g ; de  forte  qu’alors  aff-\-cgg—h/i 
& nous  remarquerons  que  cette  formule 
peut  fe  transformer  en  une  autre  de  la  forme 
tt-\-acuu  , fi  l’on  fait  &tu  = ; 

car  en  effet , fi  tt  = a \ijpnmL , & qUe 

uu^f^gZÊBL,  on  a tt  + acuu 

aaffxx+ceggyy  ~acggxx+acffyy *xx(aff'+cgg)  + cyy{aff±cgg)m 

— kh  ~~  hh  » 

ainfi , puifque  aff-\~cgg=hh , on  a tt+acuu 
x=.axx-\-cyy  ; or  nous  avons  donné  des 
réglés  faciles  pour  transformer  en  un  quarré 
Tome  IL  P 
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l’expreflion  tt-^-acuu  , à laquelle  nous  ve- 
nons de  réduire  la  formule  propofée  axx 

+ c: yy- 

187. 

Allons  à préfent  plus  loin , & voyons 
comment  , la  formule  axx-^cyy  , dans  la- 
quelle x tky  font  fuppofés  n’avoir  aucun 
divifeur  commun  , peut  fe  réduire  à un 
cube.  Les  réglés  données  plus  haut  ne  fuf- 
fifent  aucunement  pour  cela , au  lieu  que 
la  méthode  que  nous  avons  indiquée  en 
dernier  lieu  s’applique  ici  avec  le  plus  grand 
fuccès  ; & ce  qui  eft  fur-tout  digne  de  re- 
marque , c eft  que  la  formule  peut  toujours 
etre  transformée  en  un  cube  ^ quelques 
nombres  que  loient  a & c ; ce  qui  n’avoit 
point  lieu  pour  les  quarrés , à moins  qu’on 
n eut  déjà  un  cas  connu  , & ce  qui  n’a  de 
meme  point  lieu  pour  aucune  des  autres 
puiflances  paires  ; la  folution  au  contraire 
eff  toujours  poflible  pour  les  puiflances  im- 
paires , telles  que  la  troifieme  , la  cinquiè- 
me , la  feptieme  , &c. 
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Lors  donc  qu’il  s’agira  de  réduire  en  cube 
la  formule  axx-\-cyy , on  fuppofera  d’une 
maniéré  analogue  à celle  qu’on  a employée 

xV“+y\/— c=(pVaJrW— OS  & 

x y a — y y — c=(p  y a — q y — c)’  ; le 
produit  ( app-\-cqqY  qui  eft  un  cube, 
fera  égal  à la  formule  axx-j-cyy.  Mais  on 
cherche  aufli  à déterminer  pour  x & y des 
valeurs  rationnelles  , & heureufement  on 
y réuffit.  En  effet , fi  l’on  prend  réellement 
les  deux  cubes  indiqués  , on  a les  deux 
équations  x\/ a-\ -y  y — c—ap''\/ a-\-)appq 
y — c — ^cpqqy  & — cÿ  y/  — c , & x y* a 
—y\/—c=ap'  y/ a— 3 appq  y/ — « ^cpqq 
y/a-J-c^’y/ — c , defquellesil  fuit  évidem- 
ment que  x=ap1  — 3 cpqq  , Scy  = ^appq 
—cq\ 

Qu’on  cherche  , par  exemple  , deux 
quarrés  xx  & y y , dont  la  fomme  xx-\ -yy 
farte  un  cube.  Puifqu’ici  a—  1 &c  = i , 
on  aura  x =/?’  — 3 pqq , & y = 3 PM  ~ ? » 
ce  qui  donne  xx-j-yy  =^(pp-\-qq)K  Main- 
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tenant  fi  p—i  & q—  t , on  trouve  x=i 

tky—  1 1 -,  donc  xx-\-yy=  115  = 5’. 

189. 

Confidérons  auffi  la  formule  xx-^-^yy 
dans  le  defifein  de  la  faire  égale  à un  cube  : 
comme  nous  avons  pour  cet  effet  a=i 
& c=3  , nous  trouvons  x—p 5 — 9 pqq  , 
& y'=  }ppq  — 3<7’ , d’où  réfulte  xx  -j-  3 yy 
= (PP~\~  3^)’*  Cette  formule  fe  préfente 
affez  fouvent  : c’efl:  une  raifon  pour  en 
donner  ici  du  moins  les  cas  les  plus  fa- 
ciles. 


P 

? 

X 

y 

xx+iyy 

I 

1 

8 

0 

64=  4» 

2 

1 

10 

9 

343  = 75 

I 

2 

35 

18 

2197  = 13* 

3 

1 

0 

M 

1728  = I2J 

1 

3 

80 

72 

21952  = 28’ 

3 

2 

81 

3c 

9261  = 2IJ 

2 

3 

1 54 

45 

2979'  = 3 13 

190. 

Sans  la  condition  que  les  deux  nombres 
x 8c y ne  doivent  point  avoir  de  commun 
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divifeur  , la  queftion  ne  fcroit  fujetîe  à 
aucune  difficulté  $ car  fi  axx-j-cyy  devoit 
être  un  cube  , on  n’auroit  qu’à  faire  x = t{ 
8c  y=u^  j 8c  la  formule  deviendroit  art ^ 

-\-cuutf  ; on  l’égaleroit  au  cube  & on 

trouveroit  auffi-tôt  ç = vi  ( att-\-cuu ) ; par 
conféquent  les  valeurs  cherchées  de  a:  8c 
dey  feroient  x—tv1  (ati-j-ci/u)  , tky=uv 5 
(arr  + cuu ) , lefquelles  ont  outre  le  cube  v’ , 
auffi  la  cptantité  att~\~cuu  pour  commun 
divifeur  ; de  forte  donc  que  cette  folution 
donne  fur  le  champ  axx-j-<yy=v*  ( ait 
^ cuuy  (a.ti-\-cuu)=.vf’  (att-\-cuu)' , ce  qui 
eft  évidemment  le  cube  de  v*  (att-\-cuu). 

I9I. 

La  méthode  dont  nous  avons  fait  ufage 
en  dernier  lieu , eft  d’autant  plus  remar- 
quable, que  c’eft  par  le  moyen  de  quan- 
tités irrationnelles  8c  même  imaginaires, 
que  nous  fommes  parvenus  à des  folutions 
qui  demandoient  abfolument  des  nombres 
rationnels  8c  même  entiers.  Mais  ce  qui  eft 

P 3 


a 30  E L É M E N S 

encore  plus  digne  d’attention  , c’eft  que 
dans  les  cas  où  Firrationnalité  s’évanouit  , 
notre  méthode  ne  peut  plus  avoir  lieu.  En 
effet , lorfque  par  exemple  la  formule  xx 
-cyy  doit  être  un  cube,  on  ne  peut  qu’en 
inférer  que  fes  deux  faéfeurs  irrationnels , 
x+yy/ — t & .y — yy/  — c > doivent  pareil- 
lement être  des  cubes  , vu  que  x & y 
n’ayant  point  de  divifeur  commun , ces 
fafteurs  ne  peuvent  pas  non  plus  en  avoir. 
Mais  ff  les  radicaux  difparoiffoient, comme 
par  exemple  , dans  le  cas  de  c— — i , ce 
principe  n’auroit  plus  lieu  $ parce  qu’il  fe 
pourroit  très-bien  que  les  deux  faéieurs , qui 
feroient  alors  x-j-y'  & x — y , euffent  des 
divifeurs  communs,  quand  même  x & y 
n’en  auroient  pas  -,  ce  qui  arriveroit  par 
exemple  ü ces  deux  lettres  exprimoient 
des  nombres  impairs. 

Ainfi  , lorfque  xx — yy  doit  devenir  un 
cube  , il  n’cft  pas  néceffuire  que  tant  x-\-y 
que  x — y foient  d’eux-mêmes  des  cubes  ; 
mais  on  pourra  fuppofer  x-j -y—xp1,  & 
-v — y=zjÿ-y  & la  formule  xx — yy  ne 
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lai  {fera  pas  de  devenir  un  cube  incontes- 
tablement , puifqu’on  la  trouvera  =.$p'q} , 
dont  la  racine  cubique  eft  xpq.  On  aura 
de  plus  x—p'- \-rqJ , &ty=p' — xq\  Lors- 
qu’au contraire  la  Sormule  axx-\-cyy  n’eft 
pas  réSoluble  en  deux  fa&eurs  rationnels  , 
on  ne  pourra  trouver  d’autres  Solutions  que 
celles  qui  ont  été  données. 

* I92. 

Nous  éclaircirons  les  recherches  qui  pre- 
cedent par  quelques  queftions  curieuSes. 

Quejlion  première.  On  demande  un  quarrê 
xx  en  nombres  entiers,  & tel  qu’en  y 
ajoutant  4,  la  Somme  Soit  un  cube  -,  le  cas 
a lieu  pour  xx=  1 z 1 , mais  on  veut  Savoir 
s’il  y a d’autres  cas  Semblables  ? 

Comme  4 eft  un  quarré , on  cherchera 
d’abord  les  cas  où  xx-\ -y y devient  un  cube  j 
or  nous  en  avons  trouvé  un  qui  a lieu. 
Si  *=/>’—  %pqq  , & y=3ppq—q\  Puis 
donc  queyy  = 4,on  a_y=+2'>^,:  Par 
conséquent  ou  yppq — ou  3 ppq 

— q'=. — z : dans  le  premier  cas  on  a donc 
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q($pp — qq)—z-,  ainfi  q cft  un  divifeur 

de  2. 

Cela  pofé , fuppofons  premièrement  q 
= 1 , nous  aurons  3 pp — 1=2  -,  donc/»=i, 
d’où  fe  dérivent  x—z  & xx  — 4. 

Si  nous  fuppofons  en  fécond  lieu  q—z  , 
nous  avons  6pp  — 8 = + 2 ; que  fi  nous 
admettons  le  figne  -f- , nous  trouvons  6pp 
= 10  6c  pp=  ~ j d’où  réfulteroit  une  va- 
leur de p irrationnelle , & qui  ne  peut  avoir 
lieu  ici  ; mais  fi  nous  confidérons  le  figne  — , 
nous  avons  6pp—6  & p=i  ; donc  x—  n. 
Voilà  les  fculs  cas  pofîibles  , & ce  ne  font 
donc  que  les  deux  quarrés  4 & 121  qui 
ajoutés  à 4 , donnent  des  cubes. 

X93. 

Qiiejlion  deuxieme.  On  cherche  en  nom- 
bres entiers  d’autres  quarrés  que  25  , qui 
ajoutés  à 2,  donnent  des  cubes. 

Puis  donc  que  xx  -j-2  doit  devenir  un 
cube , & puifque  2 efl  le  double  d’un  quar- 
ré,  déterminons  d’abord  les  cas  où  la  for- 
mule xx-\-z_yy  devient  un  cube  $ nous  avons 
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pour  cet  effet,  par  l’article  188  , où  a= 1 
6c  c=z , nous  avons, dis-je,  x=^p' — 6pqq 
& yz=.^ppq — Zÿ3;  il  faut  donc,  à caulê 
dey^+i  ,qu e^ppq — zq' , ou q($pp—zqq) 
=+ 1 , & par  conféquent  que  q foit  un 
divifeur  de  1. 

Soit  donc  q—  1 , 6c  nous  aurons  %pp — z 
=+1  ;fi  nous  prenons  le  ligne  fupérieur, 
nous  trouvons  $pp=$  & p — i,  d’où  ré- 
fulte  x=5  , & fl  nous  adoptons  l’autre  ligne, 
nous  parvenons  à une  valeur  de  p , qui  étant 
irrationnelle , ne  nous  eft  d’aucun  ufage  ; 
il  s’enfuit  donc  qu’il  n’y  a pas  de  quarré, 
hors  z’)  , qui  ait  la  propriété  déflrée. 

I94. 

Qiicjlion  iroificmc.  On  cherche  des  quar- 
rés  qui  multipliés  par  5 6c  ajoutés  à 7, 
produifent  des  cubes  ; ou  bien  on  demande 
que  5rjf-J~7  foit  un  cube. 

Qu’on  cherche  premièrement  les  cas  où 
y y devient  un  cube  ; on  trouvera 
par  l’article  188,  où  a :=  5 6c  c =7,  qu’il 
faut  pour  cela  que  x = <jp}  — 21  pqq  f & 
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que  y=  ijppq — 7ÿ5  * ainft  comme  dans 
notre  exemple y=+  i , on  a îjppq — 7 ql. 
=ÿ('  5 pp — 7M)—+i , il  faut  donc  que  q 
foit  un  divifeur  de  1 , c’eft-à-dire  que  q—\  ; 
on  auça  par  conféquent  15 pp — 7 = + i , 
d’où  réfultent , dans  l’un  &T  l’autre  cas , des 
valeurs  de  p qui  font  irrationnelles  * mais 
d’où  il  ne  faut  pas  conclure  cependant  que 
la  queftion  eft  impoftible  , vu  que  p & q 
pourroient  être  des  fra&ions  telles  que  y 
= 1 & que  x devînt  un  nombre  entier  ; 
& ceft  ce  qui  arrive  réellement  -,  car  fi  p 
— & q—z  , on  trouve^  = 1 & x = x ; 
mais  il  eft  vrai  qu’il  n’y  a pas  d’autres  frac- 
tions qui  rendent  la  folution  poflible. 

1 9 5 • 

Quejlion  quatrième.  On  demande  en  nom- 
bres entiers  des  quarrés  dont  le  double 
diminué  de  5 , foit  un  cube  ; ou  bien  on 
veut  que  xx.y — 5 foit  un  cube. 

Si  nous  commençons  par  chercher  les 
cas  qui  fatisfont  pour  la  formule  xxx — 5 yyy 
nous  avons  dans  le  tSli*.  article  a — x,  & 
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c — — 5 jainfi  ;r  =1/^+1  jpqq , & y —6ppq 
-j-  J q\  Préfentement  il  faut  ici  que  y—  + 1 , 
& par  conféquent  6ppq-\- 5 q'=q(6pp+  5 qq) 
= +ij&  comme  cela  ne  fe  peut  ni  en 
nombres  entiers  ni  même  en  fra&ions , ce 
cas  devient  très-remarquable  , parce  qu’il 
y a néanmoins  une  valeur  de  x qui  fatis- 
fait , favoir  x = 4 ; en  effet  dans  ce  cas  zxx 
— 5 = 17  , ou  égal  au  cube  de  3. 11  efl  im- 
portant de  rechercher  la  raifon  de  cette 
fingularité. 

I96. 

Non-feulement  il  efl:  poffible , comme 
nous  voyons , que  la  formule  ix£r-j - 5 y y 
foit  un  cube  ; mais  ce  qui  plus  eft , la  racine 
de  ce  cube  a la  forme  zpp  — 577 , comme 
on  peut-  s’en  convaincre  en  faifant  x=4, 
y=  1 , & p = i , 7=  1 ; ainfî  nous  con- 
noiffons  un  cas  où  ixx — tfy—  ( - pp — YM)1* 
quoique  les  deux  faêleurs  de  ixx  — 5 yy, 
favoir  x^x-\-yy'^  , & x^/i — y 1/5  , qui, 
fuivant  notre  méthode , devroient  être  les 
cubes  de p\^  i-\-qV  5 , oc  de p\/i — ÿv/j  > 
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ne  foient  pas  des  cubes  ; car  dans  notre  ca$ 
xy/ z-f -yyj 5 = 4^/ z-f-y/ 5 » au  lieu  que 

(pV^+qV 5)  — O2V 2.+^ 5)’=46V  i 

-j-  19  V 5 , ce  qui  n’cft  nullement  identique 
avec  4 V 2-+V  5* 

Mais  il  faut  remarquer  que  la  formule 
rr — 1 <jff  peut  devenir  1 ou — 1 en  un  nom- 
bre infini  de  cas;  par  exemple  fi  r—j 
& f—  1 , fi  r=  1 9 &/:=  6 ; & cette  for- 
mule multipliée  par  ipp  — jqq  reproduit  un 
nombre  de  cette  derniere  forme. 

Soit  donc  ff- — 10 gg—  1 , & au  lieu  de 
fuppofer , comme  nous  avons  fait  ci- 
devant,  ixx — jyy=(2.pp — 5ÿÿ)1,  nous 
pourrons  fuppofer  d’une  façon  plus  géné- 
rale 2**— ïyy=(ff—  l0gg)(Xpp— 
de  forte  que  prenant  les  faéïeurs , nous  aurons 

x y' 1 ±y  V 5 = (f+gV 1 °)  (p  l/a. + q v/  Î )’• 

Or  (/>/2±^v/5)5=(^5+i5^)  V * 
+ (6ppq-\-jq’)  y/ 5 ; & fi  , pour  abréger  , 
nous  écrivons  A y/ 2-j-Ey/  5 à la  place 
de  cette  quantité,  & que  nous  multiplions 
par/+gy/  10 , nous  aurons  Afy/  x+Bfy/  5 
5 2,  k égaler  à r/t 
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4-jVft  d’où  réfulte  x=Af-\-jBg  , & 
y=Bf-\-iAg i or,  puifqu’il  faut  que  y 
= + 1 , il  n’eft  pas  abfolument  néceflaire 
que  6ppq-\-<)qi  — 1 ; aù  contraire  il  fuffit 
que  la  formule  Bf-\-  xAg,  c’eft-à-dire  que 
f(6ppq  +$  ÿJ)-j-  1 5m)  devienne 

=+1  ; de  forte  quey"& g- peuvent  avoir 
pluùeurs  valeurs.  Soit  par  exemple  f=3 
& g—  1 , il  faudra  que  la  formule  1 %ppq 
“H  l’)ŸJt~4Pi-\~3opqq  devienne  =+ 1 , 
ou  bien  que  4/j5-{- i%ppq-\~3opqq-\- 1 5^ 
= + 1. 

I97*  - 

Cette  difficulté  de  déterminer  tous  les 
Cas  poffibles  de  cette  efpece  , n’a  lieu 
cependant  que  lorfque  dans  la  formule  axx 
-\-cyy  le  nombre  c eft  négatif  ; Sc  la  caufe 
eneft  qu’alors cette  formule,  ou  bien  cette 
autre  xx  — acyy , qui  en  dépend  , peut 
devenir  = 1 ; ce  qui  n’arrive  jamais  quand 
c eft  un  nombre  pofitif,  parce  que  a*.* 
~\~cyy  » ou  xx -j- acyy  y donne  toujours  de 
plus  grands  nombres , plus  on  donne  de 
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grandes  valeurs  à x & à y.  C’efi  pourquoi 
la  méthode  que  nous  venons  d’expliquer  , 
ne  peut  s’employer  avec  avantage  que  dans 
les  cas  où  les  deux,  nombres  a & c ont  des 
valeurs  pofitives. 

198. 

Partons  maintenant  au  quatrième  degré, 
& commençons  par  obferver  que , fi  la  for- 
mule axx  -|-  cyy  doit  devenir  un  bi-quarré, 
il  faut  que  a—  1 ; car  rt  ce  nombre  n’étoit 
pas  un  quarré , il  ne  feroit  pas  même  pof- 
fible  de  transformer  la  formule  en  un 
quarré  -,  & fi  cela  étoit  pofiîble , on  pourroit 
aufli  lui  donner  la  forme  tt-\-acuu  ; c’eft 
pourquoi  nous  n’étendrons  la  queftionqu’à 
cette  derniere  formule  qui  revient  à la 
précédente  xx-\ -cyy  , dans  la  fuppofi- 
tion  de  a—  1.  Cela  pofé , il  s’agit  de  voir 
quelle  doit  être  la  nature  des  valeurs  de  x 
& dey',  pour  que  la  formule  xx  cyy 
devienne  un  quarré-quarré.  Or  comme  elle 
efl:  compofée  des  deux  faétcurs  — c) 

(x — yyj — c)  , il  faut  que  chacun  de  ces 
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fafteurs  Toit  aufîi  un  quarré-quarré  de  la 
même  efpece  ; & on  doit  faire  *-j -yy/ — c 

=(p+?y/— OS  & x—y\/—c=(p—q 

y — c)4 , d’où  il  réfulte  que  la  formule  pro- 
pofée  devient  égale  au  bi-quarré  (pp+cqq)4. 
Quant  aux  valeurs  de  x & de  y , elles  fe 
déterminent  facilement  par  le  développe- 
ment qui  fuit  : 

X+yy/ —c=zp'+4p'q  \/—c—6cppqq+  cc.f 

—vp?  y/—c, 

x—yyj — c—p4 — 4 p'q  y/ — c — 6cppqqyccq4 
+ 4 cpq^yf—c  i 

donc  x—p4  — 6cppqq-\-ccq4 , tky=4p,q 
~VP?- 

199* 

Ainfi  , lorfque  xx  -} -yy  doit  être  un  bi- 
quarré  , comme  a&uellement  c — 1 , nous 
avons  x—p4  — Gppqq-]-?  » ^J—4P'i 
— 4 pq'-,en  forte  que  xx-\-yy=(pp+qq)4. 

Suppofons  par  exemple/*  = 2 & q=  1 , 
& nous  trouverons  x =7  &cy  = %4  , d’où 
réfulte  xx-\-yyz=.6i')  =?, 
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Si p — n & <7=1  > nous  obtenons  x=i  19 

& yz=  1 10 , ce  qui  donne  xx-\-yy—i  34* 

, 200. 

Quelle  que  Toit  la  puiflance  paire  dans 
laquelle  il  s’agiffe  de  transformer  la  for- 
mule axx— J— cyy  , il  eft  toujours  abfolumenr 
néceflaire  que  cette  formule  puiffe  etre  ré- 
duite à un  quarré  -,  mais  il  fuffit  pour  cet 
effet  qu’on  connoiffe  un  feul  cas  ou  cela  ar- 
rive ; car  on  pourra  transformer  la  formule 
enfuite  , comme  nous  avons  vu  , en  une 
quantité  de  la  forme  tt-\-acuu  , dans  la- 
quelle le  premier  terme  tt  nefl  multiplié 
que  par  1 j de  forte  qu’on  peut  la  regarder 
comme  étant  contenue  dans  l’exprefîîon 
xxJ^-cyy  ; & c’eft  d’une  maniéré  toujours 
femblable  qu’on  peut  donner  à cette  der- 
nière exprefïïon  la  forme  d'une  fixieme  puif- 
fance  ou  d’une  puiffance  paire  plus  haute 
quelconque. 

201. 

Cette  condition  n’eft  pas  requife  pour  les 
puiffances  impaires  ; & quels  que  l'oient  les 

nombres 


Digitizc 


f Google 


Z>*  A L C £ B R Ë.  141 
Nombres  a &:  c , on  pourra  toujours  tranf- 
former  la  formule  axx-y-cyy  en  une  puif- 
fance  impaire  quelconque.  Qu’on  demande 
par  exemple,  la  cinquième  ; on  n’aura  qu’i\ 
fwex\/a+y\T—c=(p\/a+q\/—cy  & 

x\ 'a — yv — c=(pv/ a — q y — 0’ , & 
on  obtiendra  évidemment  axx-j-cyy=(app 
Tf ~cqq)'  > de  plus,  comme  la  cinquième 
puiflance  de  p \/a-\-q  y/ — c eft  a a p'  y/ a 
^T^aap'q^/ — c — loacp'qq^  a — io  acppq* 
— c4~5 ccpq*y  a-\-ccq'y- — c , on  trou- 
vera avec  la  même  facilité  x=aap'—ioacpi 
qq+îccpq* , &zy—<^aap*q — \oacppcpyccq 
Si  donc  on  demande  que  la  famine  de 
deux  quarrés  ou  xx  -\-vy  , foit  en  même 
temps  une  cinquième  puiflance  , on  aura 
fl—  I & C—  1 j donc  — 10 p'qq-T-fpq*, 

tky—jp'q1 — 10 ppq'-\-q'  ; & enfaifant  de 
plus  p—i  & q—  i , on  trouvera  ^=38 
& f=4 1 ; par  conféquent  xx-\-yy=% 1 1 5 

= 5'- 

A* 


Tome  II. 
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CHAPITRE  XIII. 


De  quelques  exprejjlons  de  la  forme  ax4 
— |—  b y4  i qul  Tie  font  pas  reduziïbles  à des 
quartés.  s 

202.  ’ . ' 

O ^ s’eft  donné  beaucoup  de  peins  pour 
trouver  deux  bi-quarrés  , dont  la  foraine 
ou  la  différence  fût  un  quatre  ; mais  inuti- 
lement , & même  on  eft  parvenu  à la  fin 
à démontrer  que  ni  la  formule  -Y'-f-j4 , ni 
la  formule  — y* , ne  peuvent  devenir  des 

quarrés  , fi  ce  n’eft  dans  les  cas  évidens  ou 
dans  la  première  , x ou^^o  , & où 
dans  la  fécondé . jy  — Q ou  y— x.  La  choie 
eft  d’autant  plus  remarquable , qu’on  peut 
trouver,  comme  on  l’a  vu  , une  infinité  de 
folutions,  lorfqu’il  ne  s’agit  que  de  fimples 
quarrés. 

203. 

Nous  allons  donner  la  démonftration  dont 
nous  venons  de  parler  , & afin  de  pro- 
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céder  par  ordre,  nous  remarquerons  avant 
toutes  chofes,  que  les  deux  nombres  xfky 
peuvent  être  regardés  comme  premiers 
entr’eux.  En  effet  , fi  ces  nombres  avoient 
un  commun  divifeur  ,’de  façon  qu’on  pût 
faire  x = dp  & y = dq , nos  formules  de- 
viendroient  d*p4-\-d*q*  d*p* — d*q*  ; ces 
formules , fi  elles  étoient  des  quarrés  , refi 
teroient  des  quarrés  étant  divifées  par  d*  ; 
donc  aufil  les  formules  p4-\~q*  & p* — q4  , 
dans  lcfquclles p & q n’or.t  plus  de  commun 
divileur , feroient  des  quarrés  } par  confe- 
quent  il  fufiira  de  prouver  que  nos  for- 
mules , dans  le  cas  où  x & y font  des  nom- 
bres premiers  entr’eux  , ne  peuvent  devenir 
des  quarrés  , & notre  démonffration  s’éten- 
dra d’elle-même  à tous  les  cas  où  x & y 
auroient  des  divifeurs  communs. 

2O4. 

Nous  commencerons  donc  par  la  fomme 
de  deux  bi-quarrés  , l'avoir  par  la  formule 
x4-\-y* , &:  en  considérant  x & y comme 
des  nombres  qui  font  premiers  entr’eux.  11 

Q * 
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s'agit  de  prouver  que  cette  formule  ne  peut 
devenir  un  quarré  que  dans  les  cas  men- 
tionnés ci-dcffus  ; on  va  voir  les  railon- 
ncmcns  que  cette  dérnonftration  exige. 

Si  quelqu’un  nioit  la  proportion  , ce  fe- 
roit  foutenir  qu’il  peut  y avoir  des  valeurs 
de  .y  Si  d cy  telles  que  -V+y4  fût  un  quarré, 
quelque  grandes  qu’elles  fuffent , puifqu’il 
n’y  en  a pas  de  petites. 

Or  on  peut  faire  voir  clairement  que  fi 
x Si  y avoient  des  valeurs  fatisfaifante? , 
on  pourroit , quelque  grandes  que  fuffent 
ccs  valeurs , en  déduire  de  moindres  pa- 
reillement fatisfaifantes , tirer  de  celles-ci 
des  valeurs  encore  plus  petites , &:  ainii  de 
fuite.  Puis  donc  qu’on  ne  connoît  aucune 
valeur  en  petits  nombres,  excepté  les  deux 
cas  ci-denus  qui  ne  mènent  pas  plus  loin, 
on  peut  auffi  conclure  avec  affurance  qu’il 
n’exifie  point  de  valeurs  de  x Si  de  y de 
la  nature  de  celles  qu’on  cherche  , Si  pas 
même  dans  les  plus  grands  nombres.  La 
proportion  avancée  à l’égard  de  la  diffé- 
rence de  deux  bi-quarrés , x* — -y,  le 
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démontrera  par  le  même  principe , comme 
on  le  verra  plus  bas. 

205. 

4 

Ce  font  les  points  fuivans  qu’il  faut  con- 
fîdérer  maintenant , fi  on  veut  fe  convain- 
cre que  x'-\ -y*  ne  peut  devenir  un  quarré' 
que  dans  les  cas  évidens  dont  nous  avons 
parlé. 

I. )  Puifque  nous  fuppofons  que  x &:  y 
font  des  nombres  premiers  entr’eux , c’eil- 
à-dire , qui  n’ont  point  de  commun  divi- 
feur , il  faut  qu’ils  fuient  ou  impairs  tous 
les  deux , ou  que  l’un  foit  pair  & que  l’autre 
foit  impair. 

II. )  Mais  ils  ne  pourroient  être  impairs 
tous  deux  , àtaufè  que  la  fomme  de  deux 
quarrés  impairs  ne  peut  jamais  être  un 
quarré  j car  un  quarré  impair  eft  toujours 
contenu  dans  la  formule  4/z— j—  ï , & parcon- 
iéquent  la  fomme  de  deux  quarrés  impairs 
aura  la  forme  4/2-}- 1 , ce  qui  étant  divifible 
par  0 , mais  non  par  4 , ne  peut  être  un 
quarré.  Or  ce  que  nous  venons  de  dire  doit 

Q 3 
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s’entendre  aufli  de  deux  bi-quarrés  impairs. 

III. )  Si  donc  x*~\~y 4 doit  être  un  quarré  , 
il  faut  qu’un  des  termes  foit  pair , & que 
l’autre  l'oit  impair.  Or  nous  avons  vu  plus 
haut  que  , pour  que  la  fomme  de  deux 
q narrés  foit  un  quarré  , il  faut  que  la  racine 
de  l’un  puiffe  être  exprimée  par  pp — qq  y 
6c  celle  de  l’autre  par  ipq  ; donc  il  fuudroit 
que  xx— pp  — qj  Üzyy—xpq , 6c  on  auroit 

x'+y-ipp+w)'- 

IV. )  Ici  par  conféquent  y feroit  pair  & 
x feroit  impair  -,  mais  puifque  xx—pp — qqy 
il  faut  aufi  que  des  nombres  p & q l’un  foit 
pair  Se  l’autre  impair.  Or  le  premier  p ne 
peut  être  pair , parce  que  s’il  l’étoif  ,pp — q.j 
feroit  un  nombre  de  la  forme  4 n — 1 ou 
4 n~\~3  5 & ne  pourroit  devenir  un  quarré. 
Donc  il  faudroit  que  p fût  impair  6c  que 
q fût  pair  , fie  en  ce  cas  il  efc  clair  que  ces 
•nombres  feront  premiers  entr’eux. 

V. )  Pour  que  pp — qq  devienne  un  quarré 
eu  ==  .r.r , il  faut,  comme  nous  avons  vu 
plus  haut,  que  p = rr-\-ff  & q=xrf } car 
en  ce  cas  xx  =s  (rr—ff)'  fie  x — rr — ff. 
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• VI.)  Or  il  faut  que  j'y  foit  pareillement 
un  quarré  ; & puifque  nous  avions yy—ipq^ 
nous  aurons  à prélent yy=^^rf  (rr-\-fJ)j 
de  forte  que  cette  formule  doit  être  un 
quarré;  donc  il  faut  auffi  que 
l’oit  un  quarré  : & remarquons  que  r&.f 
font  des  nombres  premiers  entr’eux , de 
façon  que  les  trois  faéleurs  de  cette  for- 
mule , favoir  r ,/&  rr~\~ff  , n’ont  point 
de  commun  divileur. 

VII.)  Or , quand  un  produit  deplufieurs 
facleurs  qui  n’ont  point  de  divifeur  com- 
mun , doit  être  un  quarré , il  faut  que  cha- 
que fréteur  foit  de  lui-même  un  quarré  > 
ainli  on  fera  rzzztt  & J=.uu , & il  laucra 
que  = 

Si  donc  x4-] -u*  étoit  un  □ , notre  for- 
mule , qui  eft  pareillement  la  fomme 

.de  deux  bl-quarrés , lèroit  de  même  uiï  Q . 
Et  il  eit  bon  d’oblerver  ici  que  puifque  xx 
— i 4 — u*  & yy= ^ttuu  (/■*-[- u*)  , les  nom-„ 
bres  / & u feront  évidemment  bien  plu? 
petits  que  a:  & y»  vu  que  or  & y fc  'déter- 
minent même  par  les  quatrièmes  puiüanc'is 

Q 4 
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de  t Si  de  u , & ne  peuvent  par  confé- 
duent  que  devenir  bien  plus  grands  que  ces 
^ombres. 

Vil I.)  11  s’enfuit  de  là  que  fi  on  pouvoit 
afïïgner , quand  même  ce  feroit  en  nombres 
très-grands,  deux  bi-quarrés,  comme  x 4 
Si  y* , dont  la  fomme  fût  un  quatre  , on 
pourroit  en  déduire  une  fomme  de  deux 
bi-quarrés  beaucoup  plus  petits,  qui  feroit 
pareillement  un  quarré $ cette  nouvelle 
fomme  en  feroit  trouver  enfuite  une  autre 
de  la  même  nature  oc  encore  plus  petite  , 
& air.fi  de  fuite  jufqu’à  ce  qu’on  parvînt  à 
des  nombres  très-petits.  Or  une  telle  fomme , 
en  nombres  très-petits  , n’étant  pas  pof- 
fibie  , il  s’enfuit  évidemment  qu’il  n’y  en 
a aucune  qu’on  puiffe  exprimer  par  des 
nombres  très-grands. 

IX.)  On  pourroit  objc&cr,  à la  vérité, 
qu’il  exifle  une  fomme  de  l’efpece  dont  nous 
parlons,  en  nombres  très-petits,  favoir  dans 
le  cas  dont  nous  avons  fait  mention , cù 
l’un  des  deux  bi-quarrés  devient  zéro  \ mais 
nous  répondons  qu’on  n’arrivera  certaine- 
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ment  pas  à ce  cas,  en  revenant  des  nombres 
très-grands  aux  plus  petits , Cuivant  la  mé- 
thode indiquée  ; car  lî_  dans  la  petite  Commfc 
ou  dans  la  Comme  réduite  — t'-\-u 4 , on  avoit 
/=ooua=o,  on  auroit  néceflairement 
jy^odans  la  grande  Comme; or  c’eft  u» 
cas  qui  n’entre  point  ici  en  confidéraîion. 

20  G. 

Paffonsà  la  Ceconde  proportion, & prou- 
vons aufli  que  la  différence  de  deux  bi- 
quarrés,ou  x 4 — y* , ne  peut  jamais  devenir 
un  quarré  que  dans  les  cas  011^=0  fcy=x4 

I. )  On  peut  regarder  les  nombres  x Si  y 
comme  premiers  entr’eux  , & par  conCé- 
quent  comme  étant  ou  impairs  tous  les 
deux,  ou  l'un  pair  & l’autre  impair.  Or 
comme  dans  l’un  & l’autre  cas  la  différence 
de  deux  quarrés  peut  redevenir  un  quarré, 
il  Caudra  conCidérer  ces  deux  cas  Cépa- 
rément. 

II. )  SuppoCons  d’abord  les  deux  nombres 
xScy  impairs , &:  que  x=p+(]tky—p — y, 
il  Caudra  néceflairement  que  l’un  des  deux 
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nombres  p & q foit  impair , & que  l’autre 
foit  pair.  Or  nous  avons  xx — yy—/(pqs 
& xx-\-yy=zpp-\-zqq  ; donc  notre  for- 
mule x* — y*  = 4 pq  ( rpp  -j-  iqq)  ; & ceci 
devant  être  urr  quarré  , il  faut  aufli  que  fa 
quatrième  partie  pq  (k^pp-\~^qq')==1pq 
(pp-\-qq)  , foit  un  quarré  j & puifque  les 
facteurs  de  cette  formule  n’ont  point  de 
commun  divifeur , à caufe  que  fi  p eft  pair 
ÿ cft  impair , chacun  de  ces  faveurs  rp  , 
q 8e  pp+qq  ,doit  être  de  foi  un  quarré.  Afin 
donc  de  faire  en  forte  que  les  deux  pre- 
miers deviennent  des  quarrés,  qu’on  fup- 
pofe  rp—  i,rr  ow  p — zrr , tk  q—ff , où/ 
doit  être  impair , & il  faudra  que  le  troi- 
fieme  fa&eur  4 r4-j-/4 , foit  pareillement  un 
quarré.  , 

III.)  Or  puifque  /-}-4r4eft  la  fomme 
de  deux  quarrés,  dont  le  premier f*  eft 
impair,  & dont  l’autre  4r4  efc  pair,  qu’on 
faiïe  la  racine  du  premier  ff=tt — uu^oh 
t foit  impair  & u pair  j & la  racine  du 
fécond  zrr=ztu , ou  rr—tu , où  t £c  u 
l'ont  premiers  entr’eux. 
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IV. )  Puis  donc  que  /tt:=/Tdoit  être  un 
quarré,  il  faut  que  tant  1 que  u foient  des 
quarrés.  Qu’on  fuppofe  donc  t—mm  & u 
= nn , en  entendant  par  m un  nombre  im- 
pair , & par  n un  nombre  pair , on  aura 
ff —m* — n* ; de  forte  qu’il  faudroit  de  nou- 
veau qu’une  différence  de  deux  bi-quarrés, 
{avoir  m* — n 4 fût  un  quarré.  Or  il  efl  clair 
que  ccs  nombres  feroient  bien  plus  petits 
que  x & y,  puifqu’ils  font  moindres  que 
r & /,  qui  font  eux-mêmes  évidemment 
plus  petits  que  x & y.  Si  donc  une  folution 
étoit  poflibie  dans  de  grands  nombres , &C 
que  x* — y 4 fût  un  quarré,  il  faudroit  qu'il 
y en  eût  une  aufli  qui  fût  pofîxble  peur  des 
nombres  beaucoup  plus  petits,  cel’e-ci 
devroit  faire  parvenir  à une  autre  pour  des 
nombres  encore  plus  petits  & ainfi  de  fuite. 

V. )  Or  les  nombres  les  plus  petits , pour 
lefquels  un  tel  quarré  peut  fe  trouver  , ont 
lieu  dans  le  cas  où  un  des  bi-quarrés  efb 
= 0,  ou  qu’il  efl  égal  à l’autre  bi-quarré. 
Dans  le  premier  cas  il  faudroit  que  n — o; 
donc  u—o  f & de  même  /■=  o , p—o, 
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& enfin  x* — ^ = 0,  ou  xA=y*  ; ce  qui 
cft  un  cas  duquel  il  n’eft  pas  queftion  ici  > 
que  fi  n—m , on  trouveroit  t — u,  enfuite 
f =0,  q—o  , 8c  enfin  auffi  x—y,  ce  qui 
n’entre  point  ici  en  confidération. 

207. 

On  pourroit  nous  faire  l’objepKon  que, 
puifque  m eff:  impair  & que  n efi:  pair,  la 
derniere  différence  n’eft  plus  femblable  à 
la  première  , & qu’ainfi  on  ne  peut  en  tirer 
des  conclufions  analogues  pour  des  nom- 
bres plus  petits.  Mais  il  fulHt  que  la  première 
différence  nous  ait  fait  arriver  à la  fécondé  , 
8c  nous  allons  faire  voir  que  x* — y*  ne  peut 
non  plus  devenir  un  quarré,  quand  l’un  des 
bi-quarréseft  pair  8c  que  l’autre  eft  impair. 

1.)  D’abord  fi  le  premier  x 4 étoit  pair  , 
8c  que  y*  fût  impair , la  chofe  feroit  claire 
d’elle-même  , puifqu’on  auroit  un  nombre 
de  la  forme  4/2  — 3 , qui  ne  peut  être  un 
quatre.  Soit  donc  x impair  8c  y pair , il 
faudra  que  xxz=pp-\-qq  , & y=^^pq  „ 
d’où  réfulte  x' — y*—f 4 — 
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=(pp — qq)1 , où  des  deux  nombres  p & q 
l’un  doit  être  pair  & l’autre  impair. 

II. )  Or pp-\-qq=xx  devant  être  un  quar- 
ré,  on  a p = rr — ff  & q = xrf  ; donc  x 
—rr+ff.  Mais  de  là  réfui teyy~x  (rr — ff ) 
. xrf,  ou  yy=j\rf  ( rr — ff)  , ce  qui  devant 
être  un  quarré , le  quart  rf(rr — ff) , dont 
les  faêleurs  font  premiers  entr’eux , doit 
pareillement  être  un  quarré. 

III. )  Qu’on  fafTe  donc  r=tt  & f=uu , 
on  aura  le  troilîeme  faêleur  rr  ff—1*  u*t 
cjui  devra  de  même  être  un  quarré  j or 
comme  ce  faéleur  équivaut  à la  différence 
de  deux  bi-quarrés , qui  font  beaucoup 
moindres  que  les  premiers , la  démonftra- 
tion  précédente  eff  pleinement  confirmée; 
&:  i!  eff  évident  que  ff  la  différence  de  deux 
bi-quarrés  pouvoit  devenir  égale  au  quarré 
d’un  nombre,  quelque  grand  qu’on  veuille 
le  ffippofer  , on  pourroit  moyennant  ce 
cas  connu  , parvenir  à des  différences  de 
plus  en  plus  petites , qui  feroient  de  même 
rédu&ibles  à desquarrés,  fans  cependant 
retomber  dans  les  deux  cas  évidens  dont 
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nous  avons  parle  au  commencement;  donc 
il  eft  impoflible  que  la  choie  puiffe  avoir 
lieu  même  pour  les  plus  grands  nombres. 

208. 

La  première  partie  de  ladémonftration  pré- 
cédente, favoir  celle  où  x Szy  font  fuppofés 
impairs , peut  s’abréger  de  la  maniéré  fui- 
vante  : fi  x* — y*  étoit  un  quarré,  il  faudroit 
qu’on  eût  x x =pp  -j-  qq  & yy—pp  — qq , 
en  entendant  par  p Sc  q des  nombres  dont 
l’un  Toit  pair  & l’autre  impair  ; moyennant 
cela  on  auroit  xxyy=p 4 — q* , & il  faudroit 
par  conféquent  que  p*  — q 4 fût  un  quarré; 
or  c’eft  là  une  différence  de  deux  bi-quarrés 
dont  l’un  eft  pair  & dont  l’autre  eft  impair  ; 
& il  a été  prouvé  dans  la  fécondé  partie 
de  la  démonftration , qu’une  différence  de 
cette  nature  ne  peut  devenir  un  quarré. 

209. 

Nous  avons  donc  prouvé  ces  deux  pro- 
pofitions  capitales , que  ni  la  fomme  ni  la 
différence  de  deux  bi-quarrés  ne  peut  de- 
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venir  un  nombre  quarré , fi  ce  n’efi  dans 
un  petit  nombre  de  cas  tout-û-fait  évidens. 

Quelques  formules  donc  qu’on  veuille 
transformer  en  des  quarrés , fi  ces  formules 
demandent  qu’on  réduife  à un  quarré  la 
fomme  ou  la  différence  de  deux  bi-quarrés, 
on  peut  prononcer  que  ces  formules  pro- 
pofées  font  pareillement  impofliblcs.  C’eft 
ce  qui  arrive  à l’égard  de  celles  que  nous 
allons  indiquer. 

I. )  11  n’eft  pas  poffible  que  la  formule 
4 y*  devienne  un  quarré  j car  puifque 

cette  formule  eft  la  fomme dedeux  quarrés, 
il  faudroit  que  xx—pp — qq  , & 'lyy—rpq 
ou  yy=pq  ; or  p & q étant  des  nombres 
premiers  entr’eux  , il  faudroit  que  l’un  & 
l’autre  fût  un  □ . Si  donc  on  fait  p = rr  &c 
q—ff , on  aura  xx=r * — f*  j c’eft-à-dire 
qu’il  faudroit  que  la  différence  de  deux  bi- 
quarrés  fut  un  quarré , ce  qui  eft  impofiible. 

II. )  Il  n’cft  pas  poffible  non  plus  que  la 
formule  .r4 — 4 y*  devienne  un  quarré  j car 
il  faudroit  dans  ce  cas  que  xx  =zpp-\-  qq  , 
3c  ^yy  — T-pq,  afin  qu’on  tût  ,v4 — 4_y?. 
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=(pp — qq)'  ; or  pour  qu eyy=pq  , il  faut* 
que  tant  p que  q loit  un  quarré  ; & fi  on 
fait  en  conféquence  p=rrS:  q=Jj\  on 
a xx—r*-\-J*  ; c’eft-à-dire  qu’il  faudroit 
que  la  fomme  de  deux  bi-quarrés  pût  de- 
venir un  quarré  , ce  qui  efl  impofîible. 

III. )  11  efl  impofîible  aufîi  que  la  for- 
mule 4X * — -y4  devienne  un  quarré  , parce 
qu’il  faudroit  en  ce  cas  néceflairement  que 
y fûtun  nombre  pair  -,  or  fi  l’on  îixi\.y—i^r 
on  trouve  que  4X4 — I6^4 , & par  confé- 
quent  aufîi  la  quatrième  partie  x 4 — 4^  , 
devroit  pouvoir  fe  réduire  à un  quarré  j 
ce  que  nous  venons  de  voirn’étre  pas  pof- 
fible. 

IV. )  La  formule  2 *4-j-iy4  ne  peut  pas 
non  plus  fe  transformer  en  un  quarré  ; car , 
puifqu’il  faudroit  que  ce  quarré  fût  pair  , 
& par  conféquent  'ix* xy*  = 4^  f on 
auroit  x*-\-y*=x^  , ou  2 1 * xyy—x* 
-\-ixxyy-\-y*—  □ , ou  pareillement 

— xxxyy=x' — %xxyy-\-y*=  □.  Ainfi, 
comme  tant  ip^-\-rxxyy  que  i-r — xxxyy 
deviendroient  des  quarrés  , il  faudroit  que 
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leur  produit  4^ — 4 x4y* , auffi  bien  que  le 
quart  de  ce  produit  qu  £ 4 — x*y*  fut  un 
quarré.  Mais  ce  quart  eft  la  différence  de 
deux  bi-quarrés  ; donc , & c. 

V.)  Enfin  je  dis  aufli  que  la  formule  xx4 
— xy 4 ne  peut  être  un  quarré  ; car  les  deux 
nombres  x & y ne  peuvent  être  pairs  tous 
deux , puifque  s’ils  i ’étoient , ils  auroient  un 
divifeur  commun  ; ils  ne  peuvent  être  non 
plus  pair  l’un  & impair  l’autre  , puifqu’au- 
trement  une  partie  de  la  formule  feroit 
divifible  par  4 , & l’autre  feulement  par  x, 
& qu’ainfi  la  formule  entière  ne  feroit 
divifible  que  par  x ; donc  il  faut  que  ces 
nombres  x!ky  foient  impairs  tous  les  deux. 
Or  fi  l’on  fait  à préfent  x—p-\-q  , & y—p 
— q , un  des  nombres  p & q fera  pair , Sc 
l’autre  fera  impair;  & puifque  xx* — xy4 
= x(xx-\ -yy)  (xx—yy),&  que  xx-\-yy 
•=^xpp-\~xqq—x  (pp-^-qf)  y & que  xx — yy 
= 4pq,  notre  formule  fe  trouvera  exprimée 
par  1 6pq  (pp-\-qq) , dont  la  feizieme  partie, 
ou  pq(pp-\-qq)  devra  être  pareillement  un 
quarré.  Mais  ces  faftcurs  font  premiers  entre 
Terne  II.  R 
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eux  ; ainfi  chacun  doit  de  fon  côté  être  un 
quarré.  Qu’on  fafle.donc  les  deux  premiers 
p=rrtk  q=fft  & le  troisième  devenant 
ce  qui  ne  peut  être  un  quarré, 
prouvera  que  la  formule  propoféc  ne  peut 
pas  non  plus  devenir  un  quarré. 

210. 

On  peut  démontrer  de  même  que  la 
formule  x*-] -xy*  ne  devient  jamais  un 
quarré;  voici  l’ordre  de  cette  démonftra- 
tion  : 

I. )  Le  nombre  x ne  peut  être  pair , parce 
qu’il  faudroit  en  ce  cas  que  fût  impair  ; 

la  formule  ne  fcroit  divifible  que  par  i 
& non  par  4 ; donc  x doit  être  impair. 

II.  y Qu’on  fuppofe  donc  la  racine  quarre'e 
de  notre  formule  =xx-\-^  , afin  qu’elle 
devienne  impaire,  on  aura  at4-|-2ji^=x4 

.Ajxxyy  + ippy  olllesx.  fe<fenli. 

fent  ; en  forte  qu’en  divifant  les  autres  ter- 
mes par yy  & multipliant  par  qq , on  trouve 
4pqxx+4fpyy—zqqyy}  ou  ^pqxx—zqqyy 
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~4PPyy>  d’où  l’on  tire c’eft- 
à-dire  xx=.qq — rpp  & yy—tpq  qui  font 
les  mêmes  formules  que  nous  avons  déjà 
données  plus  haut. 

1IL)  Ainfi  qq—'ipp  devroit  être  un  quarré, 
& c’eft  ce  qui  ne  peut  arriver  , à moins 
qu’on  ne  fafle  q=xrr-\-  if/  ôt  p=irft  afin 
d’avoir  xx=(rr — xfjy  ,*  or  on  auroit  alors 
Arf{  rr  + *//)  ~yy  i & il  faudroit  qu’aufli 
le  quart  rf(rr-\-iff)  fut  un  quarré,  & 
par  conféquent  que  rSc  f fulTent  chacun  en 
particulier  des  quarrés.  Si  donc  on  fuppofe 
r=  tt  & fz=zuu , on  trouvera  le  troilieme 
faéteur  rr-^-xf/=i4-^-xu4 , qui  devroit  être 
un  quarré. 

IV.  ) Par  conféquent  lî  at4-|-  %y*  étoit  un 
quarré , il  faudroit  aufli  que  t'-^-ru*  fût  un 
quarré  ; & comme  les  nombres  t & u fe- 
rcicnt  beaucoup  moindres  quex&jy,  on 
pourroit  parvenir  de  la  même  maniéré  à 
des  nombres  toujours  plus  petits.  Or  il  eft 
facile  de  fe  convaincre  par  quelques  elfais, 
que  la  formule  propofée  n’eft  pas  un  quarré 
de  quelque  petit  nombre  ; donc  elle  ne 
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l’eft  pas  non  plus  d’un  nombre  même  très- 

grand. 

21  I. 

Pour  ce  qui  regarde  au  contraire  la  for- 
mule x 4 — iy4 , il  n’cft  pas  poffible  de  prou- 
ver qu’elle  ne  peut  devenir  un  quarré , & 
on  trouve  même  par  un  raifonnement  fem- 
blablc  au  précédent , qu'il  y a une  infinité 
de  cas  où  cette  formule  devient  réellement 
un  quarré. 

En  effet,  que  x 4 — zy*  doive  être  un 
quarré , nous  venons  de  voir  qu’en  faifant 
xx—pp-\-rqq  &:  yyzzzipq , on  trouve  x* 
— zy*=(pp — Or  ppApiqq  doit 

donc  devenir  pareillement  un  quarré  , & 
c’eft  ce  qui  arrive , lorfque  p=rr — zff  '& 
y=zzrft  vu  qu’on  a dans  ce  cas  = 

De  plus  il  eft  à remarquer  qu’on 
pourroit  prendre  pour  le  même  effet p—tff 
— rr  & cjz=^irf  : nous  ferons  attention  à 
l’un  & à l’autre  cas. 

1.)  Soit  d’abord  p=rr~iJJ'8c  q—zrf9 
on  aura  x-rr~\-zf[ ; & à caufe  de  y y 
z=npq , on  aura  maintenant  yy=^ArJ\rp 
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* — xff)  ; de  forte  que  r tk  f doivent  être 
des  quarrés.  Qu’on  fafle  donc  r=tt  & 
f—uu , on  trouvera  yy—^ttuu  ( t 4 — zu4). 

Ainfi  y=z(uy/ 14 — iu*  & x ■=.  t4 zu4 } 
donc  , lorfque  t4 — zu4  cft  un  quarté  , on 
trouvera  suffi  a4— 2 y*—  □ ; mais  quoique 
/ & u foient  des  nombres  plus  petits  que 
x & y t on  ne  peut  conclure  cependant , 
comme  auparavant,  que  x 4 — 1 y4  ne  peut 
être  un  quarré , de  ce  qu’on  pat  vient  à une 
formule  fcmblable  en  de  moindres  nom- 
bres ; car  x 1 — 2 ,y4  peut  devenir  un  quarré  > 
fans  qu’on  parvienne  à la  formule  t 4 — 2 h4,' 
comme  on  le  verra  en  confidérant  le  fé- 
cond cas. 

II.)  Soit  donc  p—iff — rr  & q=.trf., 
on  aura  à la  vérité  , comme  ci-devant , 
xx—rr-\-iff  ; mais  on  trouvera yy=zpq 
=4rf(1ff—rr)'  Si  l’on  fuppofe  maintenant 
r—tt  tk  J=uu , on  obtient  yy  — £,ituu 

(1  u4 — /4) , par  conféquen ty~itu\/ iu A — t4 
& , moyennant  quoi  il  cft  clair 

que  notre  formule  a4 — 2y4  peut  devenir 

R 3 
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suffi  un  quarré , quand  la  formule  ru* — t* 
devient  un  quarré.  Or  ce  cas  a lieu  évi- 
demment, quand  t = i 8c  u=  i;  & nous  . 
obtenons  par-là  .*=3  8cy=z,  & enfin 
x* — iy*  = 8 1 — 1.16=49.  « 

III. )  Nous  avons  auffi  vu  plus  haut  que 
lu*  — t*  devient  un  quarré , lorfque  u—  13 

& r = i , puifqu'alors  \/ xu* — ^=239, 

Si  nous  fubftituons  donc  ces  valeurs  au  lieu 
de  t & de  u , nous  trouvons  un  nouveau 
cas  pour  notre  formule,  favoir  x—i-\-z 
. i3Jz=j7i23  , &j=z.  13.239  = 6214. 

IV. )  Déplus,  dès  qu’on  a trouvé  des 
valeurs  de  x & de  y , on  peut  les  fubfti- 
tuer  à t & à u dans  les  formules  du  n°.  1 , 

8c  on  obtiendra  par  ce  moyen  de  nouvelles 
valeurs  de  x 8c  dey'. 

Or  nous  venons  de  trouver  x=%  8c  y 
=z  i faifons  donc , dans  les  formules  n°.  1 , 

/=3  & w=i,  de  forte  que  y ^ t* — zu* 

= 7 , & nous  aurons  les  nouvelles  valeurs 
fui  vantes , jt=Si-|-i . 16=1 13  8c  y=z 
• 3.1.7  = 84}  ainfi  #*=i2769,&  x4 
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=163047361  ; de  plus ^=705 6,  Sc  y* 
=49787136;  donc  x 4 — iy4= 63473089  : 
la  racine  quarrée  de  ce  nombre  efl:  7967  , 
& elle  s’accorde  parfaitement  avec  la  for- 
mule adoptée  au  commencement, /y — iqq; 
car  puifque  g=3  & u~  2 , on  a r—y  & 
f=4  ; donc />  = 81  — 32  = 49  & <7=71, 
d’où  réfulte  pp — 27*7=2401 — 10368 
——7967. 


CHAPITRE  XIV. 

Solutions  de  quelques  queflions  qui  appar- 
tiennent à cette  partie  de  /’  Analyfe. 

212. 

N o u S avons  expliqué  jufqu’ici  les  arti- 
fices qui  fe  préfentent  dans  cette  partie  de 
l’analyfe  , & qui  peuvent  être  nécessaires 
pour  réfoudre  quelque  queftion  que  ce  foit 
qui  appartienne  à cette  partie  ; il  nous  ref  e 
à les  mettre  dans  un  plus  grand  jour  ; en 
joignant  ici  quelques-unes  de  ces  queftions 
avec  leurs  Solutions. 

R 4 
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2I3. 

Première  quejlion.  Trouver  un  nombre 
tel  que , fi  on  y ajoute  ou  qu’on  en  retran- 
che l’unité , on  obtienne  dans  l’un  & l’autre 
cas  un  nombre  quarré. 

Soit  le  nombre  cherché  z=x , il  faut  que 
tant  x —J—  1 que  x — 1 foit  un  quarré.  Sup- 
posas pour  le  premier  cas  * + I —PP  y 
nous  aurons  x—pp — 1 & x — i=pp — 2, 
ce  qui  devra  pareillement  être  un  □ . Que 
la  racine  en  foit  donc  p — q , nous  aurons 
pp — ~—pp — 2P9~\~99  > & par  conféquent 
p.—~  , au  moyen  de  quoi  on  obtient  x 


.7*4-4 
4 99 


, où  l’on  peut  donner  à q une  va- 


leur quelconque  même  fraftionnaire. 

Si  nous  faifons  donc  q — -f)  en  forte  que 

X — — 4~rrjf-f  n0US  aur0ns  P0ur  quelques 
petits  nombres  les  valeurs  qui  fuivent  ; 


Si  r = 1 
&/  = 1 

on  a x — - 

4 


2 

I 

l 

2 

J l 

65 

4 

16 

3 

1 

«S 

36' 
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Seconde  quejllon.  Trouver  un  nombre  x 
tel  que,  fi  on  y ajoute  deux  nombres  quel- 
conques , par  exemple  4 8c  7 , on  obtienne 
dans  l’un  & l’autre  cas  un  quarré. 

11  faut  d’après  cet  énoncé  que  les  deux 
formules  jc— J— 4 & x-\-y  , deviennent  des 
quarrés.  Qu’on  fuppofe  donc  la  première 
x-\~4=pp  , on  aura  x—pp — 4 , &:  la  fé- 
conde deviendra  x-\-r/—pp-\-^  ; or  cette 
formule  devant  aufli  être  un  quarré , foit 
fa  racine  —p  -\-q  , &z  on  aura pp-\-  3 —pp 
4“  wW?  y d’où  l’on  ti :eTap—~^  y &: 

par  conféquent  x — ~ — Si  de 
* 4M 

plus  on  prend  pour  q une  fraction  j , on 


t 1 Ç/4 — 

trouve  pour  x la  valeur  ^ — , 

4 rrJJ 

dans  laquelle  on  peut  fubflituer  à r & à / 
tous  les  nombres  entiers  qu’on  veut. 

Si  l’on  fait  r=  1 &:  j , on  trouve  x 

= — 3 > donc  x-\-^=.  1 & av  — 7 = 4- 
Que  fi  l’on  demandoit  que  x fût  un 
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nombre  politif , on  pourroit  faire  f=i  8c 
3=1  , & on  auroit  = moyennant 

quoi  a-  + 4=~,  & A--f  7= 'f|. 

Si  Ton  fait  y = 3 & r=  1 , on  a x — -l3-  , 
d'où  rcfultent .r  -j-  4 = & x-\-y=~. 

Veut-on  que  le  dernier  terme  de  la  for- 
mule qui  exprime  x furpaiïe  le  moyen, 
qu’on  faflc  r—  5 & f=  1 , on  aura  , 

& par  conféquent  ar-f  4 = & x+7  = —• 

ZI5. 

Trolfizmt  queJUon.  On  cherche  une  va- 
leur fraftionnaire  de  x , telle  qu’ajoutée  à 
1 ou  foullraire  de  1 , elle  donne  dans  l’un 
6c  l’autre  cas  un  quarré.  * < 

Puifque  ce  font  les  deux  formules  1 -f-x 
6r  1 — x qui  doivent  devenir  des^q  narrés  , 
qu’on  fappofe  la  première  i-^-x=pp , on 
aura  x—pp — 1 , & la  fécondé  formule  r 
— x=^i — pp.  Or  comme  cette  formule-ci 
doit  devenir  un  quarré  , & que  ni  le  pre- 
mier terme  ni  le  dernier  n’ef:  un  quarré  , 
il  faudra  tâcher  de  trouver  un  cas  où  la 
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formule  devienne  un  □ ; on  ne  tarde  pas 
à en  appercevoir  un , c’eft  celui  de  p—  i. 
Qu’on  fafle  donc  p—  i — q , de  forte  que 
x = qq — xq , notre  formule  x — pp  fera 
==  i -j-  xq — qq  ; & en  fuppofant  la  racine 
= l — qr,  on  aura  I xq  — qq —l  — xqr 
-ïqqrr;  ainfi  X—q— — xr+qrrt  & ÿ=“ f> 

de  là  réfulte  x = Y . &puifque/-cft 
(rr-J-i)  1 ^ 

une  fraétion,  qu’on  fafle  r=-t  on  aura  x- 

= & Ucft 
(rr-j-ww)  (rr-j-üu)  * 

clair  que  u doit  être  plus  grand  que  t. 

Soit  donc  , par  exemple,  u—x  Ce  t—\  , 

on  trouvera  x=—. 

Soit  u— 3 & t = x , on  aura  y 

& les  formules  i 4-  x=~tk  î — x=  “.9- , 

< 169  169' 

feront  toutes  deux  des  quarrés. 

2l6. 

Quatrième  quejlion.  Trouver  des  nom- 
bres x tels  que , foit  qu’on  les  ajoute  à 10, 
foit  qu’on  les  foufiraie  de  10,  il  en  réfulte 
des  quarrés. 
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Il  s’agit  donc  de  transformer  en  quarréa 
les  formules  i o+x  & i o — x , &.  on  pour- 
roit  le  faire  par  la  méthode  qu’on  vient 
d’employer  ; mais  indiquons  une  autre  voie 
pour  y parvenir.  On  remarquera  d’abord 
que  le  produit  de  ces  deux  formules  , ou 
ioo  — xx  y doit  pareillement  devenir  un 
quarré  ; or  fon  premier  terme  étant  déjà 
un  quarré  , il  faut  en  fuppofer  la  racine 
= io — px  , moyennant  quoi  on  aura  ioo 
—xx=  i oo— io px+ppxx  ; donc  x i 

or  par-là  ce  n’eft  encore  que  le  produit 
^ des  deux  formules  qui  devient  un'  quarré, 

& non  pas  chacune  en  particulier.  Mais 
pourvu  que  l’une  devienne  un  quarré  , l’au- 
tre fera  néceffairement  aufli  un  quarré  j or 
10+* = "(rp+'P+Û  & puifque 

I PP+t  PP+1  7 1 1 

pp-\-  2/J+i  eft  déjà  un  quarré  , tout  fe 
réduit  à ce  qu’aufîi  la  fraéfion  ou  bien 

-i  pp+ 1 

celle-ci  foit  un  quarré.  Il  faut 

OH-  O n 

pour  cela  feulement  que  iopp-\- io  foit  un 
quarré  , & on  a de  nouveau  befoin  ici  de 
trouver  un  cas  où  çeia  ait  lieu,  On  remar- 
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quera  qu’un  tel  cas  e(k.p  = ^ ; c’eft  pour- 
quoi on  fera  p — 3 -|-  q , & on  aura  100 
— |—  6oy  — loqq.  Que  la  racine  de  ceci  foit 
10-f -qt,  on  aura  l’équation  finale  ioo-f-écy 
+ ioqq=.  ioo-\-xoqt-^-qqtt  , qui  donne q 

60-10 1 , . , , 

— au  moyen  de  quoi  on  determi- 
nera />=3+?>  & 

Soit  t—  3 , on  trouvera  q=o  Scp=3  ; 
donc  x = 6 , & nos  formules  io-}-a-  = i'6 
fk  10 — x = j. 

Mais  fi  t==  1 , on  a q—  — p= — i?, 

ainfi  x= — — • or  il  efl  indifférent  de  faire 
aufii  dpnc  = 10 

: — x= quantités  qui  font  toutes  deux 
des  quarrés. 

.217. 

Remarque.  Si  on  vouloit  généralifèr  cette 
quefdon  en  demandant  pour  un  nombre 
quelconque  a des  nombres  x , tels  que  tant 
a-\-x  que  a — x fuffent  des  quarrés  , la 
folution  dcviendroit  fouvent  impofîible , 
favoir  dans  tous  les  cas  où  a ne  (croit  pas 
fja  fomme  de  deux  quarrés,  Or  nous  avons 


déjà  vu  plus  haut  que  depuis  i jufqu’à 
ce  ne  font  que  les  nombres  fuivans  qui  font 
les  lommes  de  deux  quarrés,  ou  qui  font 
contenus  dans  la  formule  xx-\ -yy: 
i ,2,  4, 5 , 8, 9,  io,  13  , 16,  17,  18, 
20,  25  , 26  , 29  , 32  , 34  > 36  > 37 > 

40  , 41  , 45  » 49  > 5°* 

Ainfi  les  autres  nombres  compris  entre  1 
& 50  , & qui  font  : 

3,6,7,  Il  , 12,  14,  IJ  , 19,  XI,  Mi 
23>*4>  X7, 28,  30,31  , 33 , 35  » 38» 
39  » 4 43  , 44,  46, 47 , 48  , 
ne  peuvent  fe  décompofer  en  deux  quartes; 
par  confcquent  toutes  les  fois  que  a feroit 
un  de  ces  derniers  nombres  , la  quelHon 
feroit  impofiïble.  La  démonlîration  en  eft 
facile.  Soit  a-\-x—ppfk  a — x=qqjwm 
dition  des  deux  formules  donnera  ia=p? 

-qq  ; donc  il  faut  que  2 a foit  la  Tomme 
de  deux  quarrés  $ or  fi  2 a eft  une  Tomme 
de  cette  efpece,  a en  fera  une  femblable; 
par  conféquent , lorfque  a n’eft  pas  la  Tomme 
de  deux  quarrés,  il  fera  toujours  impôt* 
fîble  que  a-|-x  & a — x foient  en  même 
temps  des  quarrés, 


tD*  A £ G E B R E, 

21  8. 


271 


Comme  3 n’eft  pas  la  fomme  de  deux 
quarrés , il  luit  de  ce  que  nous  avons  dit , 
que  fi  a = 3 , la  queftion  ert  impoffible. 
Mais  on  pourroit  obje&er  qu’il  y a peut- 
être  deux  quarrés  fraftionnaires , dont  la 
fomme  eft— 3 ; nous  répondons  que  cela 
n’eft  pas  poflible  non  plus  $ car  fi  3 étoit 
=g+J»  & qu’on  multipliât  par  , 
pn  auroit  ^(jcjff=ppff-^-^rr , où  le  fécond 
membre  qui  eft  la  fnmme  de  deux  quarrés, 
feroit  divilible  par  3 ; or  nous  avons  vu 
plus  haut  qu’une  fomme  de  deux  quarrés 
ne  peut  avoir  pour  divifeurs  que  des  nom- 
bres qui  l'oient  eux-mêmes  des  l'ommes  de 
cette  efpece. 

Il  eft  vrai  que  les  nombres  9 & 45  font 
diviliblcs  par  3 , mais  ils  font  divilîbles  aulîi 
par  9 , & même  chacun  des  deux  quarrés 
qui  compofent  tant  l’un  que  l’autre , eft 
divifible  par  9 , vu  que  9 = 3’  -f-o1,  (k  45 
z=z6'-\-Ÿi  c’eft  donc  un  cas  différent  & 
duquel  il  n’eft  pas  queftion  ici  $ & nous 
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pouvons  donc  nous  en  tenir  à la  conclufion, 
que  fi  un  nombre  a n’eft  pas  en  noipbres  « 
entiers  la  Comme  de  deux  quarrés,  il  ne 
le  fera  pas  non  plus  en  tra&ions.  Lorfqu’au 
contraire  le  nombre  a.  eft  en  nombres  en- 
tiers la  Comme  de  deux  quarrés , il  peut 
être  d’une  infinité  de  maniérés  la  Comme 
de  deux  quarrés  en  nombres  fraftionnaires; 
c’eft  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

210. 

♦ y 

Cinquième  quejlion.  Décompofèr  en  au- 
tant de  maniérés  qu’on  voudra  un  nombre, 
qui  eft  la  Comme  de  deux  quarrés , en  une 
autre  Comme  de  deux  quarrés. 

Soit  fj-\-gg  le  nombre  propofé,  & 
qu’on  cherche  deux  autres  quarrés , par 
exemple  xx  & yy , dont  la  Comme  xx+yy 
foit  égale  au  nombre  ff-\-gg • H eft  clair 
d’abord  que  fi  x eft  ou  plus  grand  ou  plus 
petit  que  f,  il  faut  qu’au  contraire^  foit 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  que  g.  Qu’on 
fafle  donc  x=f-\-pç  & y=g — ?{>on 

cc 
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z==ff~\~^S  » où  les  deux  termes  fffk  gg  fe 
détruifent  ; après  quoi  il  ne  refte  que  des 
termes  qui  font  divifibles  par  Ainfi  on 
aura  xfp-\-pp{  — xgq~\~qqi=z0 , ou  pp^ 
+m=ig<J  — ifp.S  donc  î==*it2èf 
d’où  l’on  tire  pour  x tk  y les  valeurs^ Sui- 
vantes x — gr  v — Vr? + s{pp  - jî) 

1 i r „ w + n P?  + li~9 

dans  lelquelles  on  peut  adopter  pour  p & q 
tous  lés  nombres  poflibles  à volonté. 

Que  par  exemple  x*foit  le  nombre 
propofé,  en  forte  que  /=i  & g=i,  on 


aura  x x +yy=x  ; & à caufe  de  x=  ÏÏÆ2 


on  trouve  x=l  tk  y—-. 

5 ^ 5 


2 20. 


Sixième  quejlion.  <2  efb  la  fomme  de 
deux  quarres , trouver  des  nombres  x , tels 
que  a-\-x  & a — jr  deviennent  des  quarrés. 

Soit  a=  13  — 9 — {—  4 , & qu’on  fafiè  13 
~\-x==pp  &:  13 — Jf  = , on  aura  d’abord 

par  1 addition  , etlfuite  par 

la  fouftraftion  xx=pp—qq{  jj  faut  par 
conféquent  que  p tk  q foient  tels  que  rp 
Tome  II.  s 
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~\-qq  devienne  égal  au  nombre  z6 , qui  eit 
auffi  lafomme  de  deux  quarrés,  favoir  de 
2.5  — 1.  Or  puifqu'il  s’agit  en  effet  de  dé- 
compolèr  z6  en  deux  quarrés,  dont  le  plus 
grand  puiffe  exprimer/^,  & le  plus  petit 
qL] , on  aura  fur  le  champ  p = 5 & 1 , 

de  forte  que  .r=n  j mais  l’on  peut  ré- 
foudrc  le  nombre  16  encore  d’une  infinité 
de  maniérés  en  deux  quarrés.  Car  puifque 
/==5  &:  1 ,4i  nous  écrivons  dans  les 

formules  de  ci-deffus  / &r  u au  lieu  deptk  y , 
& p C\.  y au  lieu  de  jr&y,  nous  trouvons 

'Itu  -4-  C (uu  - tt)  r\  I O lu  -hll-uu  -m  t • 

/>=— & 7=  • Maintenant 

nous  pouvons  fubffituer  à r S:  u des  nom- 
bres quelconques,  & déterminer  par -là 
p y , & par  conféqûent  au/Ii  la  valeur 
de 

Soit  par  exemple  r=z  & «=i,on 
aura  p=j&  7— yi  donc  #>—?</  = y 
& 

. aï 

2 21. 

Mais  afin  de  réfoudre  cette  queftion  d.’une 
maniéré  générale , -foie  a~cc-[-dd  , & 
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l’inconnue  = p c’eft-à-dire  que  ce  foient 
les  formules  a-f-{  & a — { qui  doivent 
de  venir  des  quarrés. 

Faifons  a -]- ^ = ata*  & a — ^—yv,  nous 

aurons  d’abord  ici  — 2 (cc-\-dd)  z=xx-^-yyt 

enfuite  z~  = xx — yy.  Donc  il  faut  que  les 

quarrés  xx  &T  yy  foienr  tels  que  xx~\~yy 

~z  ( cc~\~dd ) ,.où  en  effet  z(cc-\-dd)  efl 

la  femme  de  deux  quarrés,  f!ivoir=(c+^)* 

-j-(c — d)\  Suppofons  peur  abréger c+d 

—f,  & c — d=g , il  faudra  que  xx-\-yy 

^=ff-\-gg , & cela  arrivera  d’après  ce  qui 

a été  dit  cideffus  , quand  a = 

& y==*fpi"t,r?zi t\  On  obtient  par -là  une 
•q  pp-r  11  r. 

folution  très-facile,  en  faifant p—i  & q 
2=1  : car  on  trouve  x=^~—g—c  — d , 
Szy=f=  c-\-d  ; par  conféquent  1—  zed; 
&:  il  eft  clair  que  a-\-^—cc dd-\-  zed 
z=:(c-\-dy,6:  a — 7^—Ccydd — z:d—(c — d)\ 

Cherchons  une  autre  folution , en  faifant 
.p—z  & q — 1 j nous  aurons  x = c—y-  tk. 
y=z—.,  où  tant  c & d que  x S:  y peuvent 
fe  prendre  en  moins  , parce  qu’il  n’eil 

S z * 
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qucftion  que  de  leurs  quarrés.  Or  puifqae 
X doit  être  plus  grand  que  y , qu’on  folle 
d négatif,  on  aura  x De 
là  réiulte  { = , & cette  valeur 

étant  ajoutée  à a=cc-\-dd  donne  clzl±d±ù±d ^ 
dont  la  racine  quarrée  eft^^  $ fi  l’on  fouf- 
trait  enfuite  { de  a , il  relie  ]e 

quarré  ; & on  voit  qu’en  effet  de 
ccs  deux  racines  quarrées  la  première  elt 

— x tk  la  -fécondé  —y- 

222.  ■ . 

* * 

Septième  qucjîion.  On  cherche  un  nom- 
Lu  e x tel  que , foit  qu’on  ajoute  i à ce  nom- 
bre même , foit  qu’on  ajoute  i à fon  quarré 
xx  , on  obtienne  un  quarré. 

Il  s’agit  de  transformer  en  quarrés  les 
deux  formules  x-\- 1 & jcar  — j—  i.  Qu’on fup- 
pofe  donc  la  première  x-\-  i=pp,  & à 
caufe  de  x—pp — i , la  fécondé  xx+i=p* 

— zpp-\-z , devra  être  un  quarré.  Cette' 
derniere  formule  eft  de  nature  à ne  point 
admettre  de  folution , à moins  qu’on  nç 
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connoifle  d’avance  un  cas  Ihtisfaifant  ; mais 
un  tel  cas  fc  préfente  au/ïi-tôf,  c’eft  celui 
àQP  i.  Soit  donc  />— 1-{~7 ? on  aura  xx 

+ I = i + 47f  + 47,+74>  ce  qui  peut 
devenir  un  quatre  en  bien  des  maniérés. 

I. )  Qu’îm  en  fuppofe  d’abord  la  racine 

= 1+77,  on  aura  I+ 4 77 + 4 7’ +7*  — 1 
-j-i77~j-7‘}  47_i~477— 27,  0u.4-j-.j7 

& 7 = — ri  donc  /J— 

II. )  Soit  la  racine  = 1 — 77,  on  trouvera 

I + 477*h47’+74~i  — X77+74  ; P™ 
conféquent  7 = — />==— I,  ce  qui 

donne  * — — comme  auparavant. 

III. )  Si  1 on  fait  la  racine  1 -j—  xq  -} -c,q  > 

afin  de  retrancher  le  premier  de  les  deux 
derniers  termes,  on  a \ -f- 477+47’ -|- 7* 

1 -f-  47  “677-j-  47’  -|~74,  d’où  l’on  tire 
7—  1 Si  p~  — 1 ; donc  x—o. 

^ •)  peut  adopter  au  fil  1 — xq — qq 
pour  la  racine,  & on  a dans  ce  cas  1 + 477 

+47’+?4=i— 47+177+47;+?^  ; mais 
on  trouve  comme  auparavant  q = — x. 

\ .)  On  peut  fi  l’on  veut  retrancher  les 

S 3 
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deux  premiers  termes, en  faifant  la  racine 
~i-j j-iÿy;  car  on  aura  4qq-\-4q'-\-q* 
= i + 4?ÿ  + 4ÿ4  ; aIorsy  = ^&  /?=-;  par 
confcquetit  .v  = ; enfin  x + i—~  —QY> 

&xx+, =-:=(£)•. 

On  trouvera  un  plus  grand  nombre  de 
valeurs  pour  q , en  faifant  ufage  pour  cela 
d’une  de  celles  qu’on  vient  de  déterminer, 
par  exemple  de  celle-ci,  q— — car 
foit  à prélent  q .=  — + r , on  ap  = ^ + r ; 

FP  = 4 + r+  rr,  & p*  ~ + J r+  \rr  + xr' 
r*  ; donc  l’expreflion  ~ — \ r — [■  rr  + zr1 
~\~r* , à laquelle  notre  formule  fe  réduit, 
devra  être  un  quarré , 6c  elle  devra  l’être 
aufli  étant  multipliée  par  1 6 , dans  lequel 
cas  on  a 1 5 — 14 r — 8 zrr+^niL-{- 1 6 r*.  C’ell 
pourquoi  faifons  à préfent  : 

I.)  La  racine  — 5 -{-_//•+ 4 rr  ,•  en  forte 
que  25  — 24 r — 8 i6r4r=  25 

+ ™fr±A°rr+ffrr±% fr'-\-i6r\  Les 
premiers  & les  derniers  termes  fe  détrui- 
lent  , & nous  ôterons  auffi  les  féconds , 
en  faifant  — 24=  îcf,  6c  par  conféquent 


\ 
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/== — yj  divifant  çn fuite  les  terrr.cs  r ef- 
tans  par  rr,  nous  avons  — 8-4-32/-==:+ 40 
-j- //+  S fr  ; & en  admettant  le  figne  fupc- 
ricur,  nous  trouvons r=  Or,  à caufê 
de  f=  — -,  nous  avons  donc  p 

«+>=(S)\ 

II.  ) Que  fi  nous  adoptons  le  figne  infé- 
rieur, nous  avons  — 8 -{-32/-=—  40-j-yy 

— 8 fr , d’où  fe  conclut  5c  pifif- 

que/==. — y,  on  a r= — donc/>==g, 
ce  qui  conduit  à l’équation  précédente. 

III. )  Soit  4/T+4/+5  la  racine  de  la  for- 
mule ; de  forte  que  16 /■*-{- 3 7.  r5 — G rr- — 24/- 
+ 15=1 6r*+3 ir+4or/+4or-|-25.  Comme 

+ 1 6rr 

de  part  5:  d’autre  les  deux  premiers  termes 
5c  le  dernier  fe  détruilènt , nous  aurons — Sr 

— 24=+40/--|-i  6/+40  , ou  — 24 r — 24 

— + 40/-+40.  Si  nous  admettons  le  ligne 
fupérieur,nous  avons  par  conféquent — i4r 

— 2 4=40/--}- 40  , ou  O — 64r-|-64,  ou 
o— /•-j-i , c’efl-à-dire  r— — 1 5c  p— — 
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mais  c’eft  un  cas  qui  nous  eft  déjà  connu  j 
& on  n’en  auroit  pas  trouvé  un  différent 
en  faifant  ufagc  de  l’autre  ligne. 

IV.)  Que  la  racine  foit  ’)-\-fr-\-grr,  & 
qu’on  détermine  f8c  g , de  façon  à faire 
évanouir  les  trois- premiers  termes.  Puifque 
afruellement  15  — 24/- — 8rr-j-3i/’-|-i6r 
-2-5  + 1 q/>+  I O grr+  zfgr 3 • +ggr* , on 

+ffrr 

ayra  d’abord  — 24=10/,  ainff  f= — 
enfuite  — 8=103-  +// , ou  g=—  *-£ 
=+t  = ~/7î.  Quand  on  aura  donc  fubf* 
titué  & divifé  les  termes  reftans  par  r\ 
on  aura  3x-j-i  6r=zfg-\-ggr , & r= 

Or,  le  numérateur  zfg — 31  devient  ici 

-iC.p-31  gj  le  dé- 

5.125  625  *25  > g 

nominateur  16 — gg—  (4 — g)  (4+3)=^ 

•ÎS=^rSr* ainfi  '•=- & one” 

conclut  p = — moyennant  quoi  on 
obtient  une  nouvelle  valeur  de  x à caufe 
de  x—fP  — 1 • 


\ 
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223. 

Huitième  quejiion.  Trouver  un  nombre 
x qui  ajouté  à chacun  des  nombres  donnés 
a , b Se  c y produife  un*  quarré. 

Puifqu’il  faut  que  les  troisformules  x+a , 
x-| -h  Se  x —J—  c foient  des  quarrés , qu’on 
fafle  la  première  x -f-  a — ^ , on  aura  x 
= {{ — a,  Se  les  deux  autres  formules  le 
changeront  en  {{-\-b — — a • ' 
11  -faudrait  préfentement  que  chacune  de 
celles-ci  fût  un  quarré  ; mais  c’eft  ce  qui 
n’admet  point  de  folurion  générale  ; fou  vent 
la  chofe  eft  impolTible , & la  polîibihté  dé- 
pend uniquement  de  la  nature  des  nombres 
b — a Se  c — a.  Car  fi , par  exemple , b — a 
==  1 Sec — az==  — 1 , c’eft-à-dire  Æ=a-|-i 
Se  c = a — 1 , il  faudroit  que  ^-J-i  & 
— 1 fuflent  des  quarrés,  & que  £ par 
conféquent  fût  une  fraéiion  ; ainfi  on  feroit 
^—^ySe  il  faudroit  que  les  deux  formules 
pp  —J—  eje]  Se  pp  — cjq  fuflent  des  quarrés.  Se 
que  par  conféquent  aulïi  leur  produit  p* — 
fut  un  quarré  ; or  nous  avons  fait  voir  plus 
haut  que  cela  ell  impofùble. 


t 
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Voulut-on  faire  b — a=z  ,&  c — a= — 19 
c’di-à-dire  b— a- |-x  & c—a — x,  on  au- 
roit,  en  faifant  encore  les  deux  for- 

mules pp- \-zqq  &'pp  — 2??  à transformer 
en  q narrés j par  conféquent  il  faudroit  au  fît 
que  leur  produit/»4— ^<j*  devînt  un  quarré  ; 
or  c’eft  ce  que  nous  avons  de,  même  fait 
voir  être  impoflible. 

Soit  en  général  b — a—m  Sc  c — a—n; 
de  plus  il  faudra  que  les  formules 

pp -{-  mejq  & pp-\-nqq  deviennent  des  quar- 
rés  j & nous  venons  de  voir  que  cela  eft 
impoflible,  foit  iorfque  m=+i  & n=.  — i, 
foit  Iorfque  m—^z  Sz  n = — z. 

Ccl.a  eft  impoflible  aufîi,  Iorfque  m=ff 
Sz  n = — fj ; car  on  auroit  dans  ce  cas 
deux  formules,  dont  le  produit  feroit— 

— Z’4/4,  c’eft-à-dire  la  différence  de  deux 
b:-quarrés , & nous  favons  qu’une  telle  dif- 
férence ne  peut  jamais  devenir  un  quarré. 

De  même,  quand  m—ifjôz  n = — 2 iff9 
■on  a les  deux  formules  pp -j-  tffqq  de  pp 
— ne  peuvent  devenir  toutes  les 

deux  des  quarrés,  parce  qu'il  faudroit  que 
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leur  produit  p * — 4 f*q*  pût  devenir  un 
quatre  ; or  fi  l’on  fait  fq=rt  ce  produit  fe 
change  en  p*  — 4 r* , qui  cft  une  formule 
dont  l’impoflibilité  a été  démontrée  plus 
haut. 

Que  fi  l’on  fuppofe  m=i\  & n=ix  , en 
forte  qu’il  s’agiffe  de  réduire  en  quarrés  les 
formules  pp-fqj  & M > on  f ’evapp 

-j -qq —rr  & pp  -\~  zq q — ■_ ff  } la  première 
équation  donnera  pp  =.'rr — qq  , 3:  la  fé- 
conde donnera  /r-j-  qq— ff  ; donc-  il  fau- 
droit  que  tant  rr — qq  que  rr-f-qq  pût  être 
un  quarré  -,  or  l’impofiibilitéen  efi:  prouvée, 
puilque  le  produit  de  ces  formules  , ou/-4 
— q 4 , ne  peut  devenir  un  quarré. 

Les  exemples  que  nous  venons  de  donner 
fufiifent  pour  faire  voir  qu’il  n’efit  pas  facile 
de  choifir  pour  m & n les  nombres  qui  ren- 
dent la  folujion  poflible.  L’unique  moyen 
de  trouver  de  telles  valeurs  de  m & de  n , 
c’eft  de  les  imaginer , ou  b!£n  de  les  déter- 
miner par  la  méthode  qui  fuit. 

On  fait  ff-\-mgg=hh  Z<  ff  -\- ; 
on  a par  la  première  équation  m 
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& par  la  fécondé  n — k~~-  ; cela  pofé  , on 
n’a  qu’à  prendre  pour  f,  g,  /i&L  k des  nom- 
bres quelconques  à volonté  , & on  aura 
des  valeurs  de  m & de  n qui  rendront  la 
folution  poflible. 

Soit-  par  exemp.  4=3,  k=  $ , f=i 
& gz=z  1 , on  aura  m = i & n = 6 -,  & on 
peut  être  certain  maintenant  qu’il  eft  pof 
fible  de  réduire  en  quarrés  les  formules  pp 
-f-xÿÿ  & PP  H-  6 qq  y püifque  cela  arrive 
quand  p—  1 & q—2.  Niais  la  première 
formule  devient  en  général  un  quarré  , fi 
p=rr — 2 ,fj  & q—  irf  ; car  il  en  réfulte  pp 

La  fécondé  formule 
devient  alors  pp-\-6q<]=, r*-\-xorr/f-\-  4/* , 
&:  nous  connoiffons  un  cas  où  elle  devient 
un  quarré , (avoir  le  cas  de  p—  1 & q=i , 
qui  donne  r=  1 &/=  1 , ou  en  général 
/•=/,-  de  forte  que  la  formulç  eft=i>/4* 
Connoiffant  donc  ce  cas , nous  ferons  r=~f 
-J-r  ,•  nous  auftms  rr=.ff-\-i.ft~\-n  , & / 

, notre  for- 
mule deviendra  -\-44pt-\-i6fftt\-4f1' 
& fuppofant  que  fa  racine  foit  ](f 
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4#  “H*  nous  l’égalerons  au  quarré  25/* 
-J-  iofpt-\-  \offtt-\-  f au  moyen 

4 ~ffJfu 

de  quoi  les  premiers  & les  derniers  termes 
fè  détruiront.  Faifons  de  plus  4 = 2 f,  ou 
/=».  afm  de  chafl'cr  les  termes  pénul- 
tièmes , & nous  parviendrons  à l’équation 
4 4/^61=  iofPr  10/ +14^, 

ou  if—  — t , & { = — donc  /= — 1 
&:  r = 2 , ouîr=  — 2/ , & par  conféquent 
r——f  & rr=/f , ce  qui  n’eft  autre  chofe 
que  le  cas  déjà  connu. 

Mais  déterminons  donc  plutôt  /*,  de  fa- 
çon que  les  féconds  termes  s’évanouiflent  : 
il  faudra  faire  44=10/',  ou/=ÿ;  Sc  en 
divifant  enfuite  les  autres  termes  par  ftt , 
nous  aurons  i6f-\~4t=.  ift, 

c’eft-à-dire  — —/=-/“  ,•  ce  qui  donne  t 

=—u&r=ï+t=y>  °u  j=t-o’ 

ainfi  =3  & f— 10  i moyennant  cela  nous 
trouvons  p — ifj — rr=.\  91  Ik.q—irf 
s=6o,  & nos  formules  feront  pp- 
= 43ô8i  = (*o y)1  & = 5 80S £ 
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224. 

Remarque.  On  peut  trouver  de  !a  meme 
manière  encore  d’autres  nombres  pour  m 
Sc  n , qui  fuirent  que  nos  formules  devien- 
nent des  quartes  \ <k  il  clt  bon  de  remar- 
quer que  le  rapport  de  m à n eft  arbitraire. 

Soit  ce  rapport , comme  a à />,&  qu’on 
ait  m — aq  ik.  n — b-,  il  fera  queffion  de 
favoir  comment  on  doit  déterminer  { , afin 
que  les  deux  formules pp-\-aqqq  & pp-\-b\qq 
puiffent  être  transformées  en  quarrés.  Nous 
en  indiquerons  les  moyens  dans  la  folution 
du  problème  fuivant. 

225. 

Neuvième  quejlion.  Si  a & b font  des 
nombres  donnés , trouver  le  nombre-",  tel 
que  lesdeux  formules  pp-\-arqq  k pp-\-b\qq 
deviennent  des  quarrés  , & déterminer  en 
même  temps  les  plus  petites  valeurs  pofîi* 
blés  de  p k de  q. 

Q u’on  farte  pp  -f-  aqqq  — rrkpp- f-  brpjj 

—ff>  & qu’on  multiplie  la  première  équa- 
tion par  b k la  fécondé  par  a , la  différence 
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des  deux  produits  fournira  l’équation(& — a ) 
pp—br> — aff , &r  par  conféquent  pp — tr-aff 
& il  faudra  que  cette  formule  foit  un  quarré  j 
or  c’e/1  ce  qui  arrive  quand  r— f.  Qu’on 
fuppofe  donc  , afin  de  faire  for  tir  les  frac- 
tions , r= f -|-(£ — a)t , on  aura pp=zbSLffT 

' bff-\-rb(b — a)ftf-b{b — g)'-tt — aff 
b — a 

( b — a)ff-]-rb  ( b — : a )ft  -|  -b  (b  — a)’  tt 

b — a 

==JJm "f"  hbft  -j-  b {b  — a")  tt. 

Qu’on  faffe  maintenant  p—f-f-x-t  , on 
aura  pp=zff-\-  jft -\-*^tt  =ff -j-  xbft-j-  b 
( b — a)  tt  , où  les  ffk  détruifent  ; de  forte 
que  les  autres  termes  étant  divifés  par  t , 
&t  multipliés  par  y y , donnent  rbfyy-\-b 
( b — a)  tvy~xfxy-\-t  x x , d’où  réfulte 

i*=i*r 

— x4X7  » & /=*  (b — a )yy — xx  ; de  plus 
r—i(b — a)xy — b (b — a)yy — xx  , & par 
conféquent  p=f-\-x-  t=b  (J,—a)yy-\-x  x 
— ibxy=(x  by)1  abyy. 

Ayant  donc  trouvé  p , r &/?/ il  nous 
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relie  à déterminer  Soullrayons  pour  cet 
effet  la  première  équation  pp-\-a^qq=zrr 
de  la  fécondé  pp -f- b?qq  =ff.  le  relie  fera 
iqq(b  — a)z=ff—rr=(f-\-r)  ( f—r ). 
Or  f-\-r=z(b — a)xy — zxx  , & f — r=ib 
(l>—à)yy—x(l>—a)xy,  ou  f-\-r=z xx(J) — a) 
y — x)  , & f—r=r(b — a) y {by — x)  ; ainlî 
(J’-a)l<J<t=lx(Sb-a)y-x).  i {b-d)y(Jby-  x), 
ou  {qq=ix((b-a)y-x)%y(ly-x)  , ou  yq 
= 4 x}'(S.b — a).y — •X’Kty — *)  ; par  conlë- 


quent{— ^ 

Il  s’agit  donc  de  prendre  pour  qq  le  plus 
grand  quarré , par  lequel  le  numérateur  foit 
divifible  ; mais  remarquons  premièrement 
que  nous  avons  déjà  trouvé  p~b{b — a)yy 
— 1 bxy=(x — byY—abyy , & qu’ainfi 
on  peut  lîmplifier  en  faifant  x=zv-^-by , 
ou  x — by=v , vu  qu’alors p—w — abyy , 


^ - — 4('>+h,ky-H''+«y)  ou  - — 4'y(*+*y)(r+br) 
X ïî  9 ‘ îî 

Moyennant  cela  on  pourra  prendre  pour 
v tk  y des  nombres  quelconques  , & adop- 
tant pour  qq  le  plus  grand  quarré  contenu 
dans  le  numérateur  , on  déterminera  faci- 
lement 
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lement  la  valeur  de  { ; après  quoi  on  re- 
viendra aux  équations  m = ar,  n=bz  , & 
p=vv — abyy  , 8c  on  obtiendra  les  for- 
mules qu’on  cherchoit. 

I. )  pp-\-atfq=  ( vv— abyy)1  -j-  4 avy 
(v-\-ay)  (v-J -by)  , qui  elt  un  quarré  dont 
la  racine  eft  /•=  — vv — zavy — abyy. 

II. )  La  fécondé  formule  devient  pp+brqq 
=(vv — abyy)' -j-  ^bvy(v-^-ay)  (v-j-Z’y)  , ce 
qui  eft  aufli  un  quarré  dont  la  racine  f= — vv 
— zbvy  — abyy  ; 8c  on  peut  prendre  les 
valeurs  tant  de  r que  de  / pofitives.  Dé- 
veloppons ces  réfultats  dans  quelques  exem- 
ples. 

226. 

Exemple  premier.  Soit  a— — t & b—~ j- 1 , 
& qu’on  cherche  des  nombres  ^ , tels  que 
les  deux  formules  pp — ^ qq  8c  Pp-\~\T1  de- 
viennent  des  quarrés  ; lavoir  la  première 
= rr  8c  la  fécondé  —ff. 

Nous  avons  donc  p = w-j-yy , 8c  nous 

n’aurons , afin  de  trouver  ^ , qu’à  confidércr 

la  formule  z — 1'-^>  : nous  donnerons 

\ îî 

Tome  11.  T 


-on 
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à v & à y différentes  valeurs , & nous  veo 
rons  celles  qui  en  réfultent  pour 


1. 

II. 

. 

lit. 

IV. 

V. 

VI. 

V 

1 

3 

4 

16 

h 

y 

1 

1 

1 

4 

9 

I 

v~y 

1 

1 

3 

1 

7 

7 

3 

*> 

5 

9 

M 

9 

4.6 

4.30 

16.1  s 

9.16. s 

36.15.16.7 

16.9.14 

11 

4 

4 

16 

9.16 

36. 15. 16 

1 6.9 

{ 

6 

3° 

«5 

ï 

7 

14 

F 

S 

1 3 

17 

41 

337 

65 

Nous  fommes  en  état , moyennant  ces 
valeurs  , de  réfoudre  les  formules  fuivan- 
tes  , 8c  d’en  faire  des  quarrés. 

I.)  On  peut  transformer  en  quarrés  les 
formules  pp6 — qq  8c  pp-\-&qq  : cela  fe  fait 
en  fuppolànt  5 8c  q—i-,  car  la  pre- 
mière devient  = 25  — 14  = 1,  Sc  la  fé- 
condé— 25-]-  l4  — 49. 

il.)  Auffi  les  deux  formules  pp  — 30 aq 
&' pp~\~3oqq  : favoir  en  faifant  p-=  13  & 
q-2-  j car  la  première  devient  — 1 69 — 1 ro 
—49  , 8c  la  fécondé  — 169-}-!  10  =iSy. 

IIl.)De  même  les  deux  formules /y?—  1 
8c  pp-j-ifyq  : car  fî  l’on  fait  p—  17  & 
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ÿ==4,  on  a la  première  = 2 89  — 240 
=49,  & la  fécondé  =2&9-{-240=5  29. 

IV. )  Les  deux  formules  pp — 577  & pp 
deviennent  pareillement  des  quarrés  : 

favoir  quand />  = 41  & 7=125  car  alors 
PP — 577=168  1 — 710=961=3  i1 , & pp 
1681 -{-710=240 1=49% 

V. )  Les  deux  formules  pp  — 7 77  8c  pp 
-}~7 77  font  des  quarrés,  li  = 337  & q 
= 120;  car  la  première  alors  eft  = 1 1 3 5 69 
— 100800=12769  = 1 131 , & la  fécondé 
eft  =1  i3569-j-ioo8oo=2i4369=463I. 

VI. )  Les  formules  pp—  1 477  &cpp-\-i  477 
deviennent  des  quarrés  dans  le  cas  de  p 
=65  & de  q=  12  ; car  alors  pp — i 477 
=4225 — 201 6=2209=47%  & pp-\- 1 477 
= 421 5 -f-201 6 = 6241  = 79*. 

227. 

Exemple  fécond.  Lorfque  les  deux  nom-' 
bres  m & n font  dans  le  rapport  de  1 : zf 
c’cft-à-dire  que  a — 1 &:  Z>  = 2 , & qu’ainft 
& n= f trouver  pour  { des  valeurs 

T 2 
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telles  que  les  formules  pp-\-\qq  & FP+^ffl 
puiffent  être  transformées  en  quarrés. 

Il  feroit  fuperflu  ici  de  faire  ufage  des 
formules  générales  que  nous  avons  données 
plus  haut , cet  exemple  pouvant  fe  réduire 
immédiatement  au  précédent.  En  effet,  fi 

PF~\~  W=rr  & PP~Vx\<lcl=ff'  on  a Par 

la  première  équation  pp=rr — %qq , ce  qui 
étant  fubftitué  dans  la  fécondé  , donne  rr 
^-r(qq=ffi  ainfi  la  queftion  eft  unique- 
ment que  les  deux  formules  rr — yq  & rr 
-\-^qq  puiffent  devenir  des  quarrés , & c eft, 
comme  on  voit , le  cas  de  l’exemple  pré- 
cédent. On  aura  par  conséquent  pour  { 
les  valeurs  Suivantes,  6 , jo , 15,5,7; 
14 , &rc. 

On  peut  faire  auffi  en  général  une  tranf- 
formation  femblable.  Car  fuppoions  que 
les  deux  formules  pp-\-mqq  & pp~ j-^î 
puiffent  devenir  des  quarrés,  & fa ifons pp 
-4-  mqq  — rr  & pp  -)-  nqq  —JJ  ; la  première 
équation  donnant  pp—rr — mqq , la  fécondé 
deviendra  JJ—rr — mqq-\~nqq  , ou  rr 

ii  donc  les  premières 
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formules  font  poflibles  , ces  dernieres  rr 
— mqq  & rr -f {n — m)qq  le  feront  de  même  ; 
& comme  m & n peuvent  être  mis  l’un  à 
la  place  de  l’autre  , les  formules  rr — nqq 
& — n)qq  feront  poflibles  pareil- 

lement ; & au  contraire  , li  les  premières 
font  impofîibles  , les  autres  ne  le  feront  pas 
moins. 

228. 

Exemple  troifieme.  Que  m foit  à n comme 
1 : 3 , ou  bien  que  <2=1  & £—3  , de  forte 
que  m = i & n=  33  , & qu’il  s’agifle  de 
transformer  en  quarrés  les  formules  pp-\-{qq 

& PP+3W- 

Puifque  a—  1 & b=. 3 , la  queftion  fera 
poflible  dans  tous  les  cas  où  ^qq  — 4 vy 
(v+y)(v+3y)  » & p=Pv — 3yy.  Ainfi 
adoptons  pour  v tky  les  valeurs  fuivantcs  : 


Tj 

\ 

i 
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1. 

h. 

111. 

IV. 

V. 

1 

1 

3 

4 

I 

16 

y 

1 

1 

1 

9 

V+  •) 

2 

5 

5 

■ 9 

25 

v+  ^.y 

4 

9 

7 

25 

43 

*<!■ 

:6.1 

40  3° 

4-4-3 3 

4.9.25.4  2 

4.9.16.25.44 

! /‘/ 

1 6 

4*ÿ 

4-4 

4.4.9.25 

4.9.16.25 

i 

30 

33 

2 

43 

/’ 

2 

3 

•3 

191 

i} 

Or  nous  avons  ici  deux  cas  pour 
ce  qui  fait  que  nous  pouvons  transformer 
de  deux  maniérés  les  formules  ^ 

PP+6W- 

La  première  eft  de  faire  p—x  & 

& par  conféquent  auffi  p=-i  & 
car  nous  avons  alors  pp-\-  iqq=9  &PP 
-f  % — 25. 

La  fécondé  maniéré  eft  de  fuppofer/7 
t=ioi  Qz  q—60  , moyennant  quoi  nous 
aurons pp+rqq=(roi)y  & pp+6qq~m' • 
11  eft  difficile  de  décider  li  on  ne  pourroit 
pas  faire  auflî  1 ; ce  qui  auroit  lieu, 
quand  qqq  feroit  un  quarrc.  Mais  quant  à 
la  qucftion  , ft  les  deux  formules  pp-\~tt 
& pp-\~3‘]q  peuvent  devenir  des  quarrcs  > 
yoici  le  procédé  quelle  exige. 
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229. 

Il  s’agit  de  rechercher  fi  on  peut  tranfi- 
former  en  quarrés  ou  non  , les  formules 

PP+M  & FPJr3cJ!J  : qu’on  fuppo kpp+qq 
~rr  & & qu’on  confidere 

les  points  fuivans  : 

I. )  Les  nombres  p Sc  q peuvent  être 
regardés  comme  premiers  entr’eux  ; car 
s’ils  avoient  un  commun  divifeur , les  deux 
formules  ne  laifTeroient  pas  de  refier  des 
quarrés , après  qu’on  auroit  divifé  p & y 
par  ce  divifeur. 

II. )  p ne  peut  être  un  nombre  pair;  car 
en  ce  easy  feroit  impair,  & par  conféquent 
la  fécondé  formule  feroit  un  nombre  de 
l’efpece  4/2  —|— 3 , qui  ne  peut  devenir  un 
quarré  ; donc  p eft  nécefiairement  impair  , 
8c pp  efi  un  nombre  de  l’efpece  S /2  — }—  1 . 

III. )  Puis  donc  que  p efi  impair  , il  faut 
que  dans  la  première  formule  y foit  non- 
feulement  pair,  mais  qu’il  foit  même  divi- 
fib'e  par  4 , afin  que  yy  devienne  un  nom- 
bre de  l’efpece  16/2,  & que  pp-\~<Jj  foit 
de  l’efpcce  B/z  — i* 
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IV.  ) De  plus p ne  peut  être  divifible  par 
3 j car  fi  cela  était,  pp  feroit  divifible  par 
9 , & qq  ne  le  feroit  pas  -,  ainfi  ^qq  ne  feroit 
divifible  que  par  3 & non  par  9 ; par  confé- 
quent  auffi pp-\~iqq  ne pourroit  être  divifé 
que  par  3 & non  par  9 , & ne  pourroit 
donc  être  un  quarré  ; ainfi  p ne  peut  être 
divifé  par  3 , & pp  fera  un  nombre  de 
lcfpece  3/2  —}—  1 . 

V. )  Puifque  p n’eft  pas  divifible  par  3 , 
il  faut  que  q le  foit  ; car  autrement  qq  feroit 
un  nombre  de  l’efpece  3/2—}—  ï , & par  con- 
féquent  pp-\-qq  un  nombre  de  l’efpece  3/1 

qui  ne  peut  être  un  quarré  -,  donc  q 
doit  pouvoir  fe  divifer  par  3. 

VI. )  p n’efl:  pas  divifible  non  plus  par  5 -, 
car  fi  cela  étoit , q ne  le  feroit  pas , & qq 
feroit  un  nombre  de  l’efpece  5 « — j—  1 ou 
5 72—3—4  -,  par  conféquent  3 qq  feroit  de  l’ef- 
pcce  5/2—}- 3 ou  5/z-j-i , & comme  pp 
-j-  3 qq  appartiendroit  aux  mêmes  efpeces , 
cette  formule  ne  pourroit  devenir  un  quar- 
ré j donc  il  faut  nécefîairement  que  p ne 
foit  pas  divifible  par  5 , & que  pp  foit  un 
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nombre  de  l’efpece  5 /z 1 , ou  de  l’efpece 

5«-{-4. 

VII. )  Mais  puifque  p n’eft.  pas  divifible 
par  5 , voyons  fi  q efi  divifible  par  5 ou 
non  ; que  fi  q n’étoit  pas  divifible  par  5 , 
qq  feroit  de  l’efpece  5 n-\-z  ou  5/2—}—  3 , 
comme  nous  avons  vu  ; & puifque  pp  cil 
5 /z—}—  1 ou  5/z-{-4,  il  faudroit  pp-\-}qq 
fût  de  même,  ou  5/z  — |—  1 ou  5 /z  — }— 4- 

Qu’on  s’imagine  /yz  = 5 /z  — 1 , on  aura 
^-7  = 5 /z  —J—  4 , parce  qu’autrement  pp-\-  qq 
ne  pourroit  être  un  quarré  ; mais  on  auroit 
alors  iqq^n-\-z  & pp-\-^qq—^n-\-^ , 
ce  qui  ne  peut  être  un  quarré. 

Soit  en  lècond  lieu  pp=:jn- {-4,011  a 
dans  ce  cas  qq  — 5 n -j- 1 & 3 7*7  = 5 /z  — 3 j 
donc  pp-lç-^qq—  5 /z  — }—  2. , ce  qui  11e  peut 
être  non  plus  un  quarré.  Il  s’enfuit  de  là 
cpie  qq  doit  être  divifible  par  5. 

VIII. )  Or  q étant  divifible  d’abord  par 
4,enluite  par  3 & en  troifieme  lieu  aufii 
par  5 , il  faut  que  ce  foit  un  nombre  tel 
que  4. 3.5/7;,  ou  que  q = 60/72  y ainli  nos 
formules  deviendroient  fp~\~  36c  Qinm—/rt 


298  E L È M E N S 

& pp-\-ic$oomm=ff ; cela  pofé,  la  pre- 
mière , étant  fouftraite  de  la  fécondé , don- 
nera 7 100mm  = ff — rr—  (/- f r ) (/ — r)  ; 
de  forte  qu’il  faudra  que  /-}-/•&  f — r 
foient  des  fa&eurs  de  7100mm;  & on  doit 
faire  attention  en  même  temps  qu’il  faut 
que  f S:  r foient  des  nombres  impairs , &: 
de  plus  premiers  entr’eux. 

IX. )  Soit  de  plus  7100mm—  ifg , ou 
que  les  fa&eurs  en  foient  xf tk  îg , & qu’on 
fuppofe  f-\-r=xfSc  f — r=  ig,  on  aura 
f=f-\-g  & r=f — g ; & il  faudra  que 
jf&r  g foient  premiers  entr’eux , & que  l’un 
foit  pair  & l’autre  impair.  Or  comme  fg 
= 1800 mm  , il  faudra  donc  décompofer 
1 800 mm  en  deux  fatleurs , dont  l’un  foit 
pair  & l’autre  impair,  & qui  n’aient  aucun 
commun  divifeur. 

X. )  11  eft  à remarquer  en  outre,  que 
puifque  rr—pp- 1-  cj<j  , & qu’ainfi  r eft  un 
divifeur  de  pp-\-ycj , il  faut  que  r—f- — g 
foit  pareillement  la  fomme  de  deux  quarrés, 
& comme  ce  nombre  eft  impair , il  faut 
qu’il  foit  contenu  dans  la  formule  >}«-{- 1. 
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XI. )  Si  nous  commençons  maintenant 

par  fuppoferw=  i , nous  aurons  fg—i  S oo 
^=8.9.1 5 , & de  là  réfulteront  les  dccom- 
pofitions  fuivantes  :/=  1800  & g—  1 , ou 
f—100  & £=9,  ou/=7i  & g— z 5 , 
ou  f—zz}  & 8.  La  première  donne 

r—f — »■=:  1799  = 4/2  —J—  3 } la  fécondé 
donne  r—f — g=  19 1 =4/z— }— 3 ; la  troi- 
fieme  donne  r—f — g—  47=:  4/2— 3 ; mais 
Ja  quatrième  donne/=/- — g—  1 1 1 . 

Ainfi  les  trois  premières  décompositions 
devront  être  exclues , & il  ne  nous  reliera 
que  la  quatrième  ; nous  pouvons  en  con- 
clure en  général , que  le  plus  grand  fafteur 
doit  être  impair,  fk  que  le  plus  petit  doit 
être  pair;  mais  au  refte  la  valeur  r=nj 
ne  peut  même  avoir  lieu  ici , parce  que 
ce  nombre  eft  divifible  par  7 , ce  qui  n’cfl: 
pas  la  fomme  de  deux  quarrés. 

XII. )  Soit  m.  =;  2 , on  aura  fg—7 100 
= 32.225  ; c’eft  pourquoi  l’on  fera  f — 215 
& g—  32,  en  forte  que  r—f — 0=193  ’■> 
& ce  nombre  étant  la  fomme  de  deux 
quarrés , il  vaudra  la  peine  de  l’elTayer. 
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Or  comme  q—  i xo  & r~  193,  & que 
pp=zrr—qq=(r-\-q)  ( r—q ) , on  aura  r-\-q 
— 313  — 9—73>  mais  puifque  ces 

fa&eurs  ne  font  pas  des  quarrés , on  voit 
bien  que pp  ne  devient  pas  un  quarré.  On 
perdroit  de  même  fa  peine  à fubftituer  au 
lieu  de  m d’autres  nombres , c’eft  ce  que 
nous  allons  encore  faire  voir. 

23O. 

Théorème.  11  eft  impoflible  que  les  deux 
formules  pp  -f-  qq  & pp  -J-  3 qq  foient  l’une 
& l’autre  un  quarré  en  même  temps  ; de 
forte  que  dans  les  cas  où  l’une  efl  un  quarré , 
il  eft  sûr  que  l’autre  n’en  eft  pas  un. 

Démonjî ration.  Puifque  p eft  impair  & 
que  q eft  pair  , ainfi  que  nous  l’avons  vu , 
pp-\-qq  ne  peut  être  un  quarré  que  lorfque 
q=irf& ; p—rr — ff  ; & pp-\~3q(]  ne  peut 
être  = □ , que  lorfque  q = xtu  & p=tt 
— 3//H,  ou  p =~uu — tt.  Or  comme  dans 
les  deux  cas  q doit  être  un  double  produit , 
qu’on  fuppofe  pour  l'un  & l’autre  q=n.abci, 
& qu’on  fafle  pour  la  première  formule 
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r=ab  & f=cd,  & pour  la  fécondé  t — cic 
& u — bd,  on  aura  pour  celle-là  p—aabb 
— ccdd , & pour  celle-ci p—aacc — ^bbdd , 
ou  p—^lbdd — aacc  , & ces  deux  valeurs 
doivent  être  égales  ; ainfi  l’on  a ou  aabb 
— ccddz=aacc — $bbdd , ou  bien  aabb — ccdd 
r=  ^bbdd — aacc , & on  obfervera  que  les 
nombres  a , b , c & font  généralement 
plus  petits  que  p & cj.  Il  faudra  maintenant 
-confidérer  chaque  cas  féparémcnt  : le  pre- 
mier donne  aabb  ^bbdd—ccdd-\-  aacc , 
ou  bb(aa-\-  ^dd)  = cc  (aa-\-dd)  , d’où  ré- 
fulte  = fra&ion  qui  doit  être  un 

quarré.  Or  le  numérateur  & le  dénomina- 
teur ne  peuvent  avoir  ici  d’autre  commun 
divifeur  que  2 , parce  qu’ils  ont  pour  dif- 
férence xdd.  Si  donc  z étoit  un  commun 
divifeur , il  faudroit  que  tant  — j—  que  —7— 
fût  un  quarré  ; mais  les  nombres  a & d font 
dans  ce  cas  impairs  l’un  & l’autre , ainfi 
leurs  quarrés  font  de  la  forme  8/z-}-  x , & 
la  formule  Hzld  eft  coinprife  dans  l’expref- 
fion  4/z-}-z,  & ne  peut  être  un  quarré; 
donc  z ne  peut  être  un  divifeur  commun  ; 
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le  numérateur  aa-\-dd  S;  le  dénominateur 
aa-\-  \dd  font  premiers  entr’eux  , & il  faut 
que  chacun  foit  de  foi-même  un  quarré. 
Or  ces  formules  font  femblables  aux  pre- 
mières , & fi  celles-ci  étoient  des  quarrés, 
il  faudroit  que  des  formules  femblables, 
mais  compofées  des  plus  petits  nombres, 
fulTent  aufli  des  quarrés  j ainfi  on  peut  con- 
clure réciproquement  de  ce  qu’on  n’a  pas 
trouvé  des  quarrés  dans  les  petits  nombres, 
qu’il  n’y  en  a point  dans  les  grands. 

Cette  conclufion  cependant  n’eft  adrnif- 
fibîe  qu’autant  que  le  fécond  cas  aalb — ccdd 
=z^i>bdd — aacc , nous  en  fournira  une  pa- 
reille. Or  cette  équation  donne  aabb-\-aûcc 
=3bbdd-\-ccdd , OU  aa  (bb  -j-  cc)=:dd{^bb 
4-cc) , 8c  par  confequent  ^ 
ainfi  cette  fraélion  devant  être  un  quarré , 
la  conclufion  précédente  fie  trouve  pleine- 
ment confirmée  ; car  fi  dans  de  grands  nom- 
bres il  y avoit  des  cas  où  pp+qq  & pp+3qq 
fuflent  des  quarrés,  il  faudroit  que  de  tels 
cas  exiftaflent  aufli  pour  des  nombres  plus 
petits , & c’cil  ce  qui  n’a  pas  lien. 


Douzième  quejlion.  Déterminer  trois 
nombres  x , y & , tels  qu’en  les  mul- 

tipliant enfemble  deux  à deux,  & ajoutant 
i au  produit , on  obtienne  chaque  fois  un 
quarré  ; c’eft-à-dire  qu’il  s’agit  de  trans- 
former en  quarrés  les  trois  formules  Sui- 
vantes : 

I0*y+I 

Qu’on  fuppofe  des  deux  dernieres  l’une 
*{  -{-i  =pp*  & l’autre  y^-\- 1 ==qq,  & on 
aura  La  première  for- 

mule fe  trouve  transformée  par-là  en  celle- 
ci  f qUi  d0it  par  confequent 

être  un  quarré,  & qui  ne  le  fera  pas  moins 
fi  on  la  multiplie  par  7^  ,•  de  forte  que  la 
formule  {pp — 1)  (qq — i)4“îï»  doit  être 
un  quarré  , ce  qu’il  efi  facile  d’obtenir.  En 
effet , que  la  racine  en  foit=r^-}“/'»  on 
auraC/J/>— 1 )(??—! )=ir{ ç 

__  Qvj  J»0n  peut  fui){iiruer  à p f 

q & r des  nombres  quelconques. 

Soit  par  exemple  r =;  — pq  — 1 , on 
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aura  rr = ppqq  ipq  -j- 1 , & — 

(pp- \)  hpo  + i) 

ïr+w+n 


-ipy-pp-fj 


lfq-1 


-<P^132-  donc  *= 

»F*+» 

i(p<l+î)(pp- 0 O.  2(^9+IX^~ï) 

(P+?)1  ’ " 0+?)1 


Mi  iis  fi  l’on  demande  des  nombres  en- 
tiers , il  faudra  faire  la  première  formule 
xy  -f-  i —pp  , & fuppofer  i = x 
alors  la  fécondé  formule  devient  xx-j-xy 
— |—  -v</  —J—  1 -vx— j— <?x  — j—  pp  j & latroifieme 

fera  xy  -\-yy-\-qy\. 1 —yy  + <jy+pp , & 
elles  deviennent  évidemment  des  quarrés , 
ii  l’on  fait  ÿ=:+ 1/?,  vu  que  dans  ce  cas 
la  fécondé  cft  =xx+  zpx  pp  y dont  la 
racine  ellx+/p,&  la  troifierne  eft  -yy 
±zpy-\-pp , dont  la* racine  eftjy +/*•  Nous 
avons  par  conféquetit  cette  folution  très- 
élégante  : xy-f- 1 —pp  ou  xy—pp — 1, 
qui  a lieu  facilement  pour  une  valeur  quel- 
conque àep  ,*  & de  plus  le  troifierne  nom- 
bre fe  trouve  moyennant  cela  de  deux 
manières  , puifqu’ona  ou  f=x-}-y'-{-2P) 
eu  x-| -y — 'ip.  Eciairciflbns  ces  rélultats 

par  quelques  exemples. 

I.)  Soit 
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I. )  Soit  p—  3 , on  aura  pp  — 1 = 8 ; & 
fi  l’on  fait  x = z dey=  4,  on  aura  ou  ^ 
= 12  , ou  ^=0  i ainfi  les  trois  nombres 
cherchés  font  x,  4 & 12. 

II. )  Soit/?=4  ,on  a pp — 1 = 15;  main- 
tenant Ci  x = 5 dey—  3 , on  trouve  q=  16 
ou  {==o  j donc  les  trois  nombres  cherchés 
font  3,5  & 1 6. 

III. )  Soit  p = 5 , on  aura  pp  — 1 = 14  ; 
& fi  de  plus  on  fait  *=3  dey—  8 , on 
trouve  { = 21 , ou  bien  auflî  = 1 ; d’où  ré- 
fultent  les  nombres  fuivans  : 1 , 3 de  8,  ou 
3 , 8 & zi . 

232. 

Treizième  qncjlion.  On  cherche  trois 
nombres  entiers  x , y (k  \ , tels  que  fi  on 
ajoute  à chaque  produit  de  ces  nombres 
multipliés  deux  à deux , un  nombre  donné 
a,  on  obtienne  chaque  fois  un  quarré. 

Puifque  les  trois  formules  fuivantes  doi- 
vent être  des  quarrés , I.)  xy-j-a,  II.  )*î 
, qu’on  fuppofe  la  première 
ocy-\~a~PP  -,  & qu’on  faffe  i—x-\-y-\-q , 
Tomt  II,  Y 
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on  aura  pour  la  fécondé  formule  xx~|-xjf 
x q~Yaz=x x-\-  x cj pp i & pour  la  troi- 
fie  me  xy-\-yy-\-yq-\-a=yyJrqy  -\-pp  > & 
elles  deviennent  toutes  deux  des  quarrés  , 
fi  = + 1 p ; ainfi  { = x -\-y + ip , c’eft-à-dire 
qu’on"  peut  trouver  pour  { deux  valeurs 
différentes. 

233* 

Quatorzième  quejlion.  On  demande  quatre 
nombres  entiers  x , y , q & v , tels  que 
fi  on  ajoute  aux  produits  de  ces  nombres 
pris  deux  à deux , un  nombre  donné  a , il 
en  réfulte  des  quarrés. 

Il  faut  donc  que  les  fix  formules  fuivantes 
deviennent  des  quarrés  : 

I.)  + a , II.)  x*  + a , III.)^{+a  , 

IV.)  xv-j-a , V.^v-l-a  VI.)  {v-j-a. 

Qu’on  commence  par  fuppofer  la  pre- 
mière xy-\-az=pp , & qu’on  prenne  { = x 
~\~y  -] -xp , la  fécondé  & la  troifieme  for- 
mules deviendront  des  quarrés.  Si  de  plus 
on  fuppofe  v=x+y — xp , la  quatrième 
& la  cinquième  formules  deviendront 
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pareillement  des  qu  arrés  ; il  ne  refte  donc  q ue 
la  lîxieme  formule  qui  fera  xx  axy-J-yy 

— 4PP~ ha  > & qui  devra  de  même  devenir 
un  quarre.  Or  comme  ^y?:=x>y— J—  a , cette 
derniere  formule  dévient  xx  — zxy-j-yy 

— 3a,  & par  conféquent  il  s’agit  de  tranf- 
former  en  quarrés  les  deux  formules  fui- 
vantes  : 


!•)  *y+*=fP>  & II.)  (*— ; yY—  3a. 

Que  la  racine  de  la  derniere  foit  (x— -y) 

— 7,  on  aura  (x— y)— 3<*  = (*— y)’— 2.7 

, ix~ y)  + 77  i a*nfi  — 3a  ==  — zq  (x  — y) 
+«»  & OU  xz=y+n^-, 

par  conféquent pp  =yy W~3tf y-\-a. 

Soit  à préfent/?=y^-|-/-,  il  en  réfultera 
iry ~\~rr—  qj^~y-\~a  > °u  A^ry-\~iqrr 
=(77+3a)/+2-a7» ou  iqrr-zaq-{q^^a)y 

— Wy,&y=^^r,  OÙ  q & r font 
arbitraires , pourvu  que  x & y deviennent 
des  nombres  entiers  ; car  puifque  p=y-j-r, 
les  nombres  { & v feront  entiers  pareille- 
ment. Le  tout  dépend  principalement  de 
la  nature  du  nombre  a,  & il  eft  vrai  que 

Y i 
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la  condition  par  laquelle  on  exige  des  nom- 
bres entiers , pourroit  caufer  quelques  dif- 
ficultés ; mais  il  faut  remarquer  que  la  fo- 
lution  cft  déjà  fort  reftreinte  d’un  autre  côté, 
parce  qu’on  a donné  aux  lettres  { & v les 
valeurs  rp  , tandis  quelles  pour- 

roient  en  avoir  évidemment  un  grand  nom- 
bre d’autres.  Voici  donc  quelques  confi- 
dérations  fur  cette  queftion  , qui  peuvent 
avoir  leur  utilité  aufii  dans  d autres  cas. 

I. )  Lorfque  xy-\-a  doit  être  un  quarré , 
ou  xv— pp — a , il  faut  toujours  que  les  nom- 
bres * & y aient  la  forme  rr—ajf  ; fi  donc 
nous  fuppofons  x—bb — acc Sî.y=dd  aeet 
nous  trouvons  xy—(bd—acey — a(bc — ci)\ 

Soit  maintenant  be — cd— -H  , nous  au- 
rons xy=(bd—acey—a  , & par  confé- 
quent  xy-\-a—(bd — ace)1. 

II. )  Si  de  plus  nous  fuppofons  {—ff 

& que  nous  donnions  kfSchg 

des  valeurs  telles  que  bg- — cf=+ i , & que 
aufli  dg — cf—±i  , les  formules  x^-j-a  &: 

deviendront  pareillement  des  quar- 
rés.  Ainfi  tout  fe  réduit  à donner  tant  à by 
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c , d & e qu’à  f & à g , des  valeurs  telles 
que  la  propriété  que  nous  avons  fuppofée 
ait  lieu. 

III.)  Repréfentons  ces  trois  couples  de 
lettres  par  les  fraélions  7,  ~ & elles  de- 
vront être  telles  que  chaque  différence  de 
deux  d’entr’ellesfoit  ex  primée  par  une  frac- 
tion , dont  le  numérateurs  1.  Car  puifque 
* — ■■= , il  faut,  ainfi que  nous  l’avons 
vu,  que  ce  numérateur  foit  s + i.  Une 
de  ces  fra£lions  au  relie  ell  arbitraire , & 
il  ell  facile  d’en  trouver  une  autre , de  façon 
que  la  condition  prefcrite  ait  lieu.  Soit  par 
exemple  , la  première  * s , il  faudra  que 
la  fécondé  - lui  foit  à peu  près  égale  ; qu’on 
faffe  donc  - s - , on  aura  la  différence  z~x7. 
On  peut  aulïï  déterminer  cette  féconde 
fraction  par  le  moyen  de  la  première , d’une 
maniéré  générale  -,  car  puifque  \ — J-= 
il  faut  que  3c — id—i  , & par  conféquent 
ïd=Y — 1 , & d=e  Ainfi  faifant 

'^'s/rc,  ou  e = x//z -|- 1 , nous  aurons  d 
= -|- 1 , & notre,  féconde,  fraélion  fera 

V 3 


y 


3T0  É L É M E K S 

C’efl:  de  la  même  maniéré  qu’oit 

« iw+ 1 i 

pourra  déterminer  la  fécondé  fra&ion  pour 
telle  première  que  l’on  voudra , comme  on 
le  voit  par  les  exemples  fuivans. 


h l 

c 1 

2 

? 

i j 

8 

5 

1 1 
4 

M 

S 

? 1 

d 

S'*-*- 1 

[7/11^.  1 8n;  b 3] 

I I/n-3 

1301+5  i7"»4-^  I 

e zm- 1 1 

3rn-M 

\]m  + i 

s ■»-*-*! 

4t71 -r-  I 

811+3  jm-hl  I 

IV.  Quand  on  a déterminé  de  la  façon 

requilè  les  deux  fra&ions h-  & d-  , il  eft  fa- 
cile d’en  trouver  aufil  une  troifieme  analo- 
gue à celles-là.  On  n’a  qu’à  fuppofer  f=b+d 
& gr=c-f-c  , de  forte  que ^=~)  ; caries 
deux  premières  donnant  bc — cd—  +i  , on 
a j — j = ; & en  fouftrayant  de  même  la 

fécondé  de  la  troifieme , on  aura  - — 

7 g € 44+ce 

ce  i et * 

V. )  Après  avoir  déterminé  de  cette  ma- 
niéré les  trois  fraêHons  - , - & - , il  eft  fa- 
cile  de  réfoudre  notre  queflion  pour  trois 
«ombres  x } y & ^ , en  faifant  que  les  trois 
formules  x y -j-  a , 

deviennent  des  qusrrçs  : on  n’a  qu’à  faits 
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X—bb — acc  y y—dd — acc  & {—ff- — agg. 
Qu’on  prenne , par  exemple , dans  la  table 
du  n°.  111,7  = ^ & 7 = 7,  on  aura  £ = j j 
d’où  réfulte  x—x<)  — 93, y=49 — 16a  & 
1 44  — 49a  ; & au  moyen  de  quoi  on 
a d’abord  xy-J-a  = 1115  — 840a-{-i 44a1 
= (35 — 12a)7  j enfuite  x^-[-a=j6oo 
— 2.520a + 44! a1 =(60 — 21  a)’;  enfi nyç 
•fa— 7056 — 47043+78430=^(64 — 28a)1. 


234. 

Qu’il  s’agifle  maintenant  de  déterminer, 
conformément  à notre  qucftion  , quatre 
lettres,  x ,y  y % tk  v , il  faudra  joindre  une 
quatrieipe  fraéfion  aux  trois  précédentes. 
Soient  donc  les  trois  premières  7,7,^ 
= ^,  & qu’on  fuppofe  la  quatrième  frac- 
tion ^==~d=^-^cy  de  façon  quelle  ait 
avec  la  troisième  & la  fécondé  le  rapport 
prefcrit  j fi  l’on  fait  après  cela  x—bb — aacc9 
y~dd — acc  , {=ff — agg  & v—hh — akk  , 
on  aura  rempli  déjà  les  conditions  fuivantes  : 

I») *y-h»=^D,H.)  *{+«=□  > M.) yi 
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+«  = □ , IV.)  yv-\-a  — 0 , V.)  {V-f-fl 
= □ ; & il  ne  refie  donc  qu’;V  faire  en 
forte  qu’au fiî  xv-^-a  devienne  un  quarré  , 
ce  qui  ne  réfulte  pas  des  fuppofitions  pré- 
cédentes , parce  que  la  première  fraétiQn 
n’a  pas  avec  la  quatrième  le  rapport  pref- 
crit.  Cela  nous  oblige  à conferver  dans  les 
trois  premières  fraêiions  le  nombre  indé- 
terminé m ; c’efl:  par  ce  moyen , & en  dé- 
terminant m y que  nous  parviendrons  à tranf 
former  aufii  en  quarré  la  formule  jrv-j-a. 

VI.)  Qu’on  tire  donc  de  notre  petite 
table  le  premier  cas , & qu’on  fafle-=| 

& 1 + » 

t ~ rr 


JB  + 1 1 


on 


6m  -t-5 


aura  f & * — ! — , 

g lwi+3  k 4m ■*  4' 


d’où  réfulte  x = ç — 4 a & v=: 

— a ( 4/72  -j~4  )’  > ainfi  xv-j-a=:c)  (6/tz  -j— 5)^ 
— 4n(6w+5)’— 9a(4m-j-4y+4aa(4m+4)7 , 
ou  (6/72— j — 5 )a — a(288/7z’-J-5  j 8/72 

Aaa{^m-\-4Ÿ  >de  quoi  on  peut 
facilement  faire  un  quarré , vu  que  mm  fe 
trouve  multiplié  par  un  quarré  ; mais  c’efi: 


à quoi  nous  ne  nous  arrêterons  pas. 

VII.  ) On  peut  aufii  indiquer  d’une  ma- 
niéré plus  générale  les  fractions  dont  nous 


Digitized  by  Googl 


A L 


G E B R E. 


3*3 


avons  fait  voir  qu’on  avoit  befoin  ; car  foit 

d nl-i  / ni + 1-1  o. . g 

> h 


f nl  + I-i 

, on  aura-  = — 

> g i»+i 


— ; qu’on  fuppofe  dans  cette  der- 

nière fra&ion  2/2-j-i  — m , elle  deviendra 
=1^?  ; par  conféquent  la  première  donne 
a:=1I — a , & la derniere  fournit  v=(I/72—  )tx 
— amm.  La  queftion  e(t  donc  feulement  que 
xv-\-a  devienne  un  quarté.  Or  à caufe  de 
v—  (II  — d).  mm  — 4I  /n-[-4  , on  a xv-\-a 
=(II — a)' mm — 4(11 — a)I/?z— 4H — 3a  ; & 
puis  donc  que  ceci  doit  être  iin  quarré , 
qu’on  en  fuppofe  la  racine  =(ll — ci)m — p y 
Je  quarré  de  cette  quantité  étant  (II — a)1 
mm — 2(11 — cî)mp-\-pp  , on  aura — 4(11 — a) 
1/72— [—4II — 3<z= — 2.(11 — a)mp-\-pp  y donc 
m = Soit  p=x\\-q  , on  trou- 

vera m=A~~-  , où  l’on  peut  adopter 
pour  1 &:  q tels  nombres  que  l’on  voudra. 

Si , par  exemple  a = 1 , qu’on  fafle  I 
= 2 , on  aura  m=:AdlUll  5 & en  faifant  q 

= 1 , on  trouvera  m = * , de  plus  m—in 
; mais  ne  nous  arrêtons  pas  à cette 
queftion  plus  long-temps,  & paflons  à une 
autre. 


I 
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Quinzième  qucflion.  On  cherche  trois 
nombres  x , y & { , tels  que  les  Tommes 
& les  différences  de  ces  nombres  pris  deux 
à deux  foient  des  quarrés. 

La  queftion  exigeant  qu’on  transforme 
en  quarrés  les  fix  formules  fuivantes  : I.(ar 

4 -y>  HOH-î*  ULC 

\.)x — VI.)  y — -,  on  commencera  par 
les  trois  dernieres  , & on  fuppofera  x — y 
—pp , x — I = qq  & y — rr  y les  deux 
dernieres  fourniront  x = & y—rr 

+{  ; de  forte  qu’on  aura  qq—pp-\-rr  , à 
caufe  de  x — y—qq — rr—PP  > ainfi pp-^-rry 
ou  la  fomme  de  deux  quarrés  , doit  équi- 
valoir à un  quarré  qq  ; or  c’eft  ce  qui  arrive, 
quand/>=ia£  & r=aa — bb  , puifqu’alors 
q—aci-\~bb.  Mais  confervons  encore  les 
lett:es  p , q & r , & confidérons  aufli  les 
trois  premières  formules , nous  aurons  i°.  x 

3°.  rr~\~  Soit  la  première  qq 

, moyennant  quoi  x^=tt — qq 
— rr  ; il  faudra  encore  que  tt — rr=0 
& tt — qq—Q  9 c’eff-à-dire  tt — ( ’aa — bb)* 
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= □ & tt — ( aa-\-bby=z  □ ; ou  bien  nous 
aurons  à traiter  les  deux  formules  tt — a* 
— b*-\-iaabb  & tt — a 4 — b 4 — raabb  j or 
comme  tant  cc-^-dd-\-xcd  que  cc-\-dd — ici 
font  des  quarrés , il  eft  aifé  de  voir  que  nous 
atteindrons  notre  but , en  comparant  tt — a* 
— é4avec  cc-\-dd  & xaabb  avec  xcd.  Sup- 
pofons  dans  ce  deflein  cd=.aabb=ffgg/ihkk , 
_ & prenons  c—ffgg  & d=hkkk  ; aa—ffhh 
& bb=ggkk , ou  a—fh  & b=gk  ; la  pre- 
mière équation  tt — a* — b4=cc-\-dd , pren- 
dra la  forme  tt — f*h* — gAk4=f4g4-\-h4k4 
donc  tt=zzf4g4-\-f4h4-\-h4b-\-gik4  , ou  tt 
=(f4-^~k4)  (g4-j-/z4)  » ü faudra  par  con- 
féquent  que  ce  produit  foit  un  quarré  ;.mais 
comme  la  réfolution  en  feroit  difficile , 
reprenons  les  chofes  d’une  autre  maniéré. 

Si  nous  déterminons  par  les  trois  pre- 
mières équations  x — y—pp  , * — {= qq  , 
y — ï=rr  3 les  lettres^  & { ,■  nous  trouvons 
y=x — pp  & { = x — (je 7 , d’où  s’enfuit  qq 
= pp -J- rr.  Or  nos  premières  formules  de- 
viennent maintenant  x+y=xx — pp , jr-f-ç 
r^ix — qq,  &y+i=z2.x— pp — qq.  Faifoas 
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cette  derniere  rx — pp — qq—tt , de  forte 
que  ix=n-j-pp-j-qq  , il  ne  nous  reliera  à 
transformer  en  quarrés  que  les  formules 
u~\~99  & n-\~PP'  Mais  puifqu’il  faut  que 
qq—pp-^-rr,  foit  q — aa~\~bb , & p=.aa 
— bb , nous  aurons  r=  xab  , & par  con- 
fcquent  nos  formules  feront  : 

2 aabb—  □ 

II.)rr-J-(aa — Z>A)'=/r-j-a4-|-A4 — 2 aabb—  □ . 

Nous  n’avons  à préfent,  pour  arriver  à 
notre  but,  qu’à  comparer  de  nouveau  tt 
>-J-a4-j-/>4  avec  cc-\-dd  & 2 aabb  avec  2 cd. 
Soit  donc,  comme  ci-deffus , c—ffgg> 
d=/i/ikk , & a —f'i , b =-gk , nous  aurons 
cd—cabb , & il  faudra  encore  que 
h*-\-g*k*.=cc-\-dcL=.f*g4~\-h*k*;  d’où  réfulte 

"=/r  —f‘h‘ +h-h—g-k‘—{f—k^ 

( g 4 — h*).  Ainfx  tout  fe  réduit  à trouver 
deux  différences  de  deux  bi- quarrés, 
favoir  f* — k‘  & g* — A4  , qui  multipliées 
l’une  par  l’autre  produifent  un  quarré. 

Conf.dérons  pour  cet  effet  la  formule 
m' — /z4 , voyons  quels  nombres  elle  fournit , 
fi  l’on  fubflitue  à m & à n des  nombres 
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donnés , & faifons  attention  aux  quartés  qui 
fb  trouveront  parmi  ces  nombres  ; la  pro- 
priété de  m* — n*=(mm-\-nn ) (mm — nn ) , 
nous  fervira  à conftruire  pour  notre  deffein 
la  table  qui  fuit  : 

TABLE  des  Nombres  compris  dans  la 
Formule  m4 — n4. 


mm 

nn 

mm — nn 

mm-\-nn 

n;"  — n4 

4 

1 

3 

5 

3-3 

9 

1 

b 

10 

l6.<; 

9 

4 

5 

*3 

5*3 

16 

1 

*3 

*7 

3*  5- 1 7 

16 

9 

7 

M 

25.7 

m 

i 

14 

26 

16.3.13 

*5 

c 

✓ 

16 

34 

16.2.17 

49 

I 

48 

5° 

25.16.2.3 

49 

iC 

33 

65 

3-5-i 1 1 3 

64 

1 

63 

65 

9-5  7- M 

Si 

4 e: 

31 

130 

64.5.13 

111 

4 

117 

25.9.5.13 

1 2 1 

9 

112 

130 

16.1.5.7.1 3 

1 21 

4S‘ 

w 7i 

170 

144.5. r7 

h 44  m 

”9 

169 

169.7.17 

Ii69 

| > 

168 

170 

16.3.5.7. 17 

1 69  8 1 

88 

250 

25.16.5.1 1 

22<j  64 

161 

| *r  * ' 

289 

289.7.23 
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Nous  pouvons  déjà  déduire  de  là  quel* 
ques  folutions.  En  effet , foit  ff =9  & hk 
= 4 nous  avons  J 4 — = 13*5  ; l'oit  de 

plus  gg=  81  8c  hh—  49  , nous  aurons  g* 
— ^=64.5.13  ; donc  alors  «=64.15.  169, 
& t—  520.  Or  puilque  rr=x 70400,/ 
= 3 , g—<)  , £=  z , /1—7,  nous  aurons 
a=2i , £ = 18  ; ainfi  p—  1 17 , 9=765 , 
& r = 75 6 ; de  tout  cela  réfulte  1 x=tt 
-\-pp-\-qq=&6<)}\  4 , & par  conléquent 
*=434657  ; enfuitej^=x — pp=  420968, 
8c  enfin  £=x — » 99= — 150568;  & ce 
dernier  nombre  peut  auffi  fe  prendre  po* 
fitif  ; la  différence  alors  devient  la  fournie, 
& réciproquement  la  fomme  devient  la 
différence.  Puis  donc  que  les  trois  nombres 
cherchés  font  : 

*=434657 

7=410968 

£=150568 

nous  avons  at— j— jy=8 5 56z5=(925)a 
*+{=58  5^5  =(765)* 

Jj-f=57X536=(756)1 
& de  plus  x — y=  1 3o89=(i  17)1 
x— £=z84o89=(5  33)a 
y — £=270400=^5  *0/, 
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La  table  que  nous  avons  donnée  , feroit 
trouver  encore  d’autres  nombres , en  fup- 
pofant  ff=  9 , kk— 4 , & gg  = ni  y hk 
= 4 j car  alors  13.5.3.1  3.9. 25=9.1  j 
.x  5 . 1 69  , & *=3.5.5.13  =975.  Or 
comme/=3  , g=  1 1 ,*=2  & ^=2  , on  a 
a = f/i  — 6 & l>=gk  = xr  ; par  confé- 
quent/>=a<z — bb  — — 448,  q=aa-\-bb 
= 520,  & r—iab='i6\  -,  de  là  provient 
x x = / / — }— /7/j  -j-  q q = 9 j 06  2 5 -{-  20070  4 
-J- 270400=  142 17  29  , & x = illiZ-2  j 

donc  y = x—pp  = ,02°311 , & q—x—qq 
= ^~.  Or  il  faut  obferver  que' fi  ces 
nombres  ont  la  propriété  qu’on  exige  , ils 
la  conferveront  par  quelque  quarré  qu'on 
les  multiplie.  Si  donc  on  les  prend  quatre 
fois  plus  grands  , il  faut  que  les  nombres 
fuivans  fatisfuffent  également  : x— 28  4)458, 
^=2040642  & {=1761858  ; & comme 
ces  nombres  font  plus  grands  que  les  pré- 
cédens , on  peut  regarder  ceux-ci  comme 
les  plus  petits  que  la  queftion  admette. 


/ 
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236. 

Seizième  qucjîion.  On  demande  trois 
quarrés  , tels  que  la  différence  de  chaque 
couple  de  ces  quarrés  foit  un  quarré. 

La  folution  précédente  peut  fervir  à ré- 
foudre aufïi  cette  nouvelle  queffion.  En 
effet , fi  a:  , y 8c  q font  des  nombres  tels 
que  les  formules  fuivantes  deviennent  des 
quarrés  : !•)  x~\ -y  j no  x — y > ni.)  , 
Iv0* — î»  VOj+f,  Vl.)y — {,•  ileft 
clair  que  pareillement  le  produit  xx — yy 
de  la  p i^miere  &:  de  la  fécondé , le  produit 
xx — de  la  troifieme  & de  la  quatrième , 
&:  le  produit  j'y — ^ de  la  cinquième  & 
de  la  fixieme  feront  des  quarrés  , & par 
ccnfequentxx , yy  & fieront  trois  quarrés 
Tels  qu’on  les  demande.  Mais  ces  nombres 
feroient  fort  grands , & il  y en  a fans  doute 
de  moindfes  qui  fimsfont , vu  qu’il  11’eft 
pas  néceffaire , pour  que  xx — yy  devienne 
un  quarré , que  x-J-j  x — y foient  des 

quarrés;  car  par  exemple  25 — 9 eff  un 
quarré , quoique  ni  5— j-3  ni  5 — 3 ne  foient 

pas 
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pas  des  quarrés.  Ainfi  réfolvons  la  queftion 
indépendamment  de  cette  confidération , 
& remarquons  d abord  qu'on  peut  prendre 
1 pour  l’un  des  quarrés  cherchés  : la  raifon 
en  eft  que  files  formules  xx—y y,  xx—^ 

& y y {{  font  des  quarrés  ^ elles  ne  le 
feront  pas  moins , fi  on  les  divife  par 
par  conféquent  on  peut  fuppofer  qu’il  s’agit 
de  transformer  — — yjt  XJL , p,yy 

& b queftion  ne  roule  à préfent  que  fur 

les  deux  fraftions  - & i 
1 ? 

Or  fi  nous  fuppofons  *==.Fltl  & 1 

les  deux  dernieres  conditions  fe  trouveront 
remplies,  puifque  de  cette  façon  ~ — t 

-■  4P  P e.yy 4<7<7  r, 

(ff’-o*  « i--,j'Pa,tt 

moyen-là  il  ne  nous  refte  à traiter  que 
la  première  formule  ~ ^ — Cy 1 )’ 

cw+I).  " " (Fp-iy 

— —/.v. — L=  f w±î  j.  wîj'N  x * 

■ — 1 y \fp-i  T ?f-i/  v pp-i 

or  le  premier  faéleur  eft  ici  — ■ - ^■pw-0 

le  fécond  eft  = y & Je  produit 

Towe  //.  /U  X 
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de  ces  deux  fafteutseft= 


On  voit  que  dans  ce  produit  le  dénomi- 
nateur eft  déjà  un  quarré  , & que  le  nu- 
mérateur renferme  le  quarré  4 j donc  il 
ne  s’agit  que*  de  transformer  en  quarré  la 
formule  ( ppqq — i)(ÿÿ — PP)  t ou  kien 
celle-ci , (ppqq—  O (JJ — 1 ) & on  y par- 
vient en  faifant pq  — & J = , puis- 

que dans  ce  cas  chaque  fa&eur  devient 
féparément  un  quarré.  Pour  s’en  convain- 
cre , on  remarquera  que  qq  = ^ * -jsr  > 
que  par  conféquent  le  produit  de  ces  deux 
fraélions  doit  être  un  quarré  , qu’il  doit 
l’être  aufli  étant  multiplié  par  4 -ffgghhkk, 
moyennant  quoi  il  devient  —fg(ff-\~gg) 
hk(hIi-\-kk)  i enfuite  , que  cette  formule 
devient  tout-à-fait  fcmblable  à celle  qu’on 
a trouvée  précédemment , fi  l’on  fait  f=a 
~\-b  , g=a — b , h=c-\-d  & k = c — d; 
puifqu’alors  on  ai  (a4 — b 4) . i(c* — </4)=4 
(a4  — b*)(c*  — d 4)  , ce  qui  a lieu  , comme 
nous  avons  vu  , quand  aa—y  , bbz=z 4 , cc 
=81  & dd—  49  , ou  0=3  , b=z  , c=9 


I 
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& 7.  Ainfi/r=  5 , £•—  I , h=  \6  & 

k — % d’où  réfulte pq— - & 

11  j /»  64  16  9 

le  produit  de  ces  deux  équations  donne  qq 

— '.6.7  — '~T6}  > donc  7 = ^,  & il  s’enfuit 

que  p = - , moyennant  cela  nous  avons - 

— = puis 

donc  que  x = — ^ &.y  — ~ > faifons  à 

l’effet  d’obrenir  des  nombres  entiers  { 

= ij3,  & nous  aurons  x — — 697  & y 

= 185.  Donc  enfin  les  trois  nombres  quar- 

rés-  cherchés  font 

.**=485809,  & en  effet  ar*-yy=45i584=(t57i)* 
yy-  34225  , yy-ï\=  io8i6=(io4)» 

23409  ,•  jcjc-{{=a624oc=(68o)*. 


Il  efi:  évident  de  plus  que  ces  quarrés 
font  beaucoup  plus  petits  que  ceux  que  nouf 
eufïïons  trouvés , en  quarrant  les  trois  nom- 
bres x,y  & { de  la  folution  précédente. 


. 237. 

On  nous  obje&era  fans  doute  ici  que 
cette  folution  n’a  été  trouvée  que  par  un 
fimple  tâtonnement,  puifque  nous  avons 
fait  ufage  de  la  table  de  l’art,  o.}j.  Mais 
nous  répondrons  que  nous  ne  nous  fommes 

X% 


Di- 


» 


I 


3 z 4 E L É M E N S 

lcrvi  de  ce  moyen  , qu’afin  de  parvenir  aux 
plus  petits  nombres  poffibles  ; car  fi  on 
vouloit  ne  pas  avoir  égard  à la  brièveté 
il  feroit  facile  , moyennant  les  réglés  don- 
nées ci-deffus , de  trouver  une  infinité  de 
folutions.  En  effet  , ayant  trouvé  j = F£~ 
= , nous  avons  réduit  la  ciueftion 

à celle  de  transformer  en  quarré  le  produit 
(ppqq — 0(;~ — 1 ) i fi  donc  nousfaifons 
j = m ouq  — mp  , notre  formule  devien- 
dra ( mmp 4 — i)  ( mm — i)  , ce  qui  eft  évi- 
demment un  quarré,  quand  p—i  ; mais 
de  plus  nous  allons  voir  que  cette  valeur 
nous  en  fera  connoître  d’autres , fi  nous 
écrivons  p.-=  » -f -f  ; nous  avons  en  con- 
féquence  de  cette  fuppofition  , à transfor- 
mer la  formule  {mm — i ). {mm — 1+4 mmf 
’-\-6mmff-\-^mmJ1-\-mmf‘)  ; elle  ne  fera 
pas  moins  un  quarré  , fi  on  la  divife  par 
{mm  — 1 )*  ; cette  divifion  nous  donne  1 


{Arrnf  j 6mmff  | 
mm-\  I mm- 1 I 


4mmfJ  . mmf 4 
mm — 1 mm — 1 


&fl 


pour  abréger  nous  faifons  — a , nous 


Digitized  by  Google 


Z>  A L G E B R E.  5 2 f 

aurons  à réduire  en  quarré  la  formule  1 
+ 4^/+  6aff -j~  4aP + af**  Que  la  racine 
en  foit  1 1 dont  le  quarré  eft  1 

+*•#"+  rsff-\-ffJT  + ifgP + sgP  » & 

qu’on  détermine  / & g de  maniéré  que  les 
trois  premiers  termes  sevanouiflent , favoir 
en  faifant  jaz=zf  ouf—za  , & 6a  = zg 
+ff  011  g=  ^7^  — } a — zaa  , les  deux 
derniers  termes  fourniront  l’équation  4a 
JTaf=-zfg-\-ggf , d’où  réfu  1 te /=  — 
4a — 1 aaez-f-Sa*  4 — Iza-{-8 


a-* 
a a 


41* — iza!-f-6aa — a 4a'—izaa-\-<)a~i1 
ou  fi  on  divife  la  fra&ion  pré- 

cédente parez  — 1.  Cette  valeur  eft  déjà 
fuffifante  pour  nous  donner  une  infinité  de 
folutions , parce  que  le  nombre  m , dans 
la  valeur  de  a , = , peut  fe  prendre 

k volonté  : c’eft  ce  qu’il  eft  à propos  d’éclair- 
cir par  quelques  exemples. 

I.)  Soit  m = 2 , on  aura  a — A-  j ainfi  / 


60 

*3 


; donc  p= — g 


& q 


= ïj  > enfin  7 — ~ , & *7  = 


^xo  ■ 


6~~y 
' 4047* 

X3 
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II.)  Soit  m—-~,  on  aura  o-—\  &/=4 
par  conféquent/>=  q,- > & 

35 

au  moyen  de  quoi  l’on  peut  dé- 
terminer les  fra&ions  ^ 

11  eft  un  cas  particulier  qui  mérite  que 
nous  y faftions  attention  ; c’eft  celui  où  a 
eft  un  quarré  , & il  a lieu  par  exemple  , 
quand m puifqu’alors  Si  nous 

faifons  encore  ici  pour  abréger,  a — lb , 
en  forte  que  notre  formule  l'oit  i -\-4bbf 
>-J -bbbff  <\bbf'  -\-bbf* , nous  pourrons  la 
comparer  avec  le  quarré  de  i -j-  ibbf -f  -bff , 
c’eft-à-dire  avec  i -j-  4 bbf-  4 b‘ff 

-J- ^b' p -J- b bf*  ; & effaçant  de  part  de 
d’autre  les  deux  premiers  termes  oc  le  der- 
nier , & divifant  les  autres  par  ff,  nous  au- 
rons 6é£-{-  i,bbf—ib-\-  4b*  -j-  j\b'f , d’où 
, - , r 6 bb — ib — \b — 1 — iP  . 

K(n{Kf=—^[r=—M=ir  ’ 

eu  bien  cette  fraétion  étant  divifible  en- 
core par  b — 1 , nous  auronsenfin  f 


\ 
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Remarquons  que  nous  aurions  suffi  pu 
adopter  1 + xbf + bff  pour  la  racine  de  notre 
formule;  le  quarré  du  trinôme  étant  1+4 bf 
+ibff+4bbff+Abbp+bbf'  , nous  aurions 
effacé  le  premier  & les  deux  derniers  ter- 
mes ; & divifant  les  autres  par  f,  nous  fe- 
rions parvenus  à l’équation  j\bb-\-6bbf=^b 
-f-  lbf-\-^bbf  Mais  comme  bb  = '^.  & b 
= cette  équation  nous  auroit  donné  f 
= — x & p= — 1 ; par  corçféquent  pp  — r 
= 0 , & nous  n’aurions  pu  tirer  de  là  au- 
cune conclufion , puifque  \ deviendroit=o. 

Pour  revenir  donc  à la  folution  précé- 
dente, qui  a donné  p=^~i  comme  b 
c=  ^ f elle  nous  indique  que  fi  m — ~ , on  a 

p='^Sc  q=mp—yli  par  conféquent-^ 

. M'ifc  y 433 

ni  1 143* 

238. 

Dix-fcptieme  quejlion.  On  cherche  trois 
nombres  quarrés , tels  que  la  fomrne  de 
chaque  couple  foit  un  quarré. 

Puifque  ce  font  les  trois  formules  xx+yyr 
xx & yy~\~  ï{  Cpfd  s’agit  de  tranf- 

X4 
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former , divifons  les  par  {{  , afin  d’avoir 
Ces  trois  autres  : 

1.);-? +’;■=□,  II.) -+.=□, 

m.)u+l  = 0. 

On  fatisfait  aux  deux  dernieres , en  fai- 
fant^=^-&  ^ = ^ , & la  première 
formule  fe  change  par -là  en  celle-ci, 

ifE — Û. — ^Sdî. il  qUi  doit  auffi  être 

4 PP  1 4M 

un  quarré , fi  on  la  multiplie  par  4 ppqq  , 
c’eft-à-dire  qu’il  faut  que  qq  (pp — 1 Y~\-pp 
{qq — i)’=D  } or  c’efl:  ce  qui  ne  peut 
guere  s’obtenir , à moins  qu’on  ne  con- 
jioifle  d'ailleurs  un  cas  où  cette  formule 
devient  un  quarré  ; & comme  il  efl:  diffi- 
cile auffi  de  trouver  un  femblable  cas , il 
faudra  avoir  recours  à d’autres  artifices  , 
dont  nous  allons  rapporter  quelques-uns. 

I.)  Comme  la  formule  en  queftion  peut 
s’exprimer  ainfi  qq  (/?-}"  O’  (P — • )“  — | -pp 
( ÿ-J-i)*  (7 — O*—  □ > qu’on  fafleenforte 
qu’elle  foit  divifible  par  le  quarré  — |—  1 ; 

on  l’obtient  en  faifant  q — i=p-^  1 , ou 
7=/’- f-i  j car  alors  q-\-  1 =p-\-  3 , la 


.y 
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formule  devient  (/>-[- 1)1  (p  — i)' 

^ Y PP  C/>+3)*  (/?+ 1)1  = □ ; de  forte  qu’en 
divifant  par  (/>—{—  1 )a , on  a (/> — 1)' 

Jrppip\-3y  » ce  clui  c^01t  êtrc  un  cluarr^  * 

&*à  quoi  on  peut  donner  la  forme  xp*-\-SpJ 
-j-6/yj — <\p-\-  4.  Or  le  dernier  terme  étant 
ici  un  quarré,  fuppofons  que  la  racine  de 
la  formule  foit  fp  + gpp  ou  $PP+fp+1  > 
dont  Je  quarré  efi  ggp*  -f-  ^fgpJ  4 g PP 

-\-ffpp  + Afp  + 4 , & nous  chaflerons  les 
trois  derniers  termes,  en  faifant  — 4 = 4/ 
ou/=  — «,  & g=  4g -J- 1 ou  g=\\  les 
premiers  termes  étant  divifés  par  p* , don- 
neront enfuite  ip~\~  8 =ggp-\-  xfg=  y|  p 
— nous  trouvons  par-là  />= — 14  & 
donc  enfin  x-—F£^-= — ÿ , 


ou  x= 


57?  - S,  7 WJ  4*î 

4S  1 » « i — iq  44  » 


4$1 

44 


î* 


# V 

Faifons  maintenant  3=16.3. 1 1 , nous 
aurons  x=  575  .11  & ^=483 . 1 x , & 
par  conféquent  les  racines  des  trois  quarrés 
que  nous  cherchons , feront  : 
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*=6315  = 1 1.23.25^7=5796=12.21.23  ; 

£=5x8  = 3.11.16; 
car  il  en  réfulte  : 

xxJryy— 13''^7  5’H"1  5 11)=13’-37S’* 
**-f{{=,1’(57514-  48,)=t»m-577‘- 
yy+Vi=1%'^  835+  441)=ii,-485ï. 

II. )  On  peut  obtenir  encore  d’une  in- 
finité de  maniérés , que  notre  formule  foit 
divifible  par  un  quarré  ; qu’on  fuppofe  , 
par  exemple  , (q  -f-i  )*=4(/>4“0*»  ou  q 
-j- 1 =2  (/>-[-  1)  , c’eft-à-dire  q — rp-\- 1 
& q — 1 = 2 p , la  formule  deviendra 

( v+ i)*cp- + 1 ytp- — 0* +/?•  4 .(/»+ • >* 

(4/pp)=Q  , ce  qu’on  peut  divifcr  par 
(/»+»  )’,  moyennant  quoi  l’on  a ( 2/2— j—  1 )' 
(p— 1)’+  i6p*=  □ , ou  20 p4—  4/?3  — ipp 
*-J— i/7— 1 = □ , mais  de  quoi  on  ne  peut 
tirer  aucun  parti. 

III. )  Faifons  donc  plutôt  ( q — i)’  = 4 
(P+1  )%  ou  q — 1 = 1 (/?— J—  1)  , nous  au- 
rons q — ip-\-}  & q-\- 1 = 2 — {—  4 , ou 
q-\-  1 = x(/>-f-  x)  > & nous  obtiendrons, 
après  avoir  divifé  notre  formule  par  ( p-\- 1)% 
cette  autre  formule  : (2^4-  3)’  (p — i)1-*-  1 tpp 


Digitized  by  Google 


d' A L G E B R E.  331 

j-i)’  ou  9 — 6/7—}—  <Hpp-\-6'èp'’  -\-7.op*  ; 
que  la  racine  en  foit  3 — p~\~gpp  > dont  le 
quarré  eft  9 — £/+ 6gpp-\-pp — igp'+ggp* } 
les  deux  premiers  termes  s’évanouiflent , 
& nous  chaflons  le  troifeme  en  faifant  53 
= 6g-\- 1 , ou  g=  j j ainfi  les  autres  ter- 
mes fe  divifent  par  p & donnent  zo/-}-68 

7^6 <96  1 48 

=^-2^,°UT=:  9 T7  i donc  p=- 
& q—'-—,  au  moyen  de  quoi  nous  obte- 
nons une  nouvelle  folution. 

IV.)  Si  l’on  veut  faire  q — 1 —\{p — i)> 
°n  a q=\p — \ & q-\-i  =A-p-\-r-  =j 
(¥+0  , 8c  la  formule  après  avoir  été  di- 
viféc  par  (p — 1)’ , devient  C/7-}- 1 )* 
44:  pp  1 )’  ; multipliant  par  8 1 , on 

39  U/7*— 

= 4°<¥4 +47  V5- 4"  7 }rp — 5 4P -j-  9 7 °ù  le 
premier  & le  dernier  terme  font  l’un  oc 
l’autre  des  quarrés.  Qu’on  fuppofe  donc 
la  racine  = io pp — 9/-]-  3 ,dont  le  quarré 
cft  400 p*  — 360/5-}-  » ior/-}-8  \pp — 5 Ap 
<-}-9,onaura 4/i/-j-73= — 360/ -}-xoi  5 
donc/=^,  & q—p,  j- 
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On  auroit  auïïi  pu  prendre  pour  racine 

*°FP-\-9P — 3 > ce  qui  e1^  ce^e  de  400/’4 
'^ç-^6op' — ncpp-\-% 1 pp — 5 4/7  — {—  9 ; mais 
en  comparant  ce  quarré  avec  notre  for- 
mule, on  auroit  trouvé  47^p-\~7}=3^p 
— 39  , & par  conféquent  p — — i , valeur 
qui  ne  peut  nous  fervir. 

V.)  On  peut  faire  auffi  que  notre  for- 
mule foit  même  divifible  par  les  deux 
quarrés  (p-\- 1)’&  ( p — i)1  en  même  temps. 
Qu’on  faffe  pour  cet  effet  g~£~,  de  forte 

que  g -f- 1 & f"1 


pt  -p-t  l 


; — la  formule  fe  divi- 

X p + t ' 

fera  par  ( p — i)1  , & fe  réduira 

tiplie  par  (/?  — r)4 , il  faudra  comme  au- 
paravant , que  la  formule  puiffe  devenir 
un  quarré  , & on  aura  (pt-\-i  )’  (/>-}- 0’ 
O*»  °u  ttp*+zt(tt-\-i)p' 
+ittpp  -f-  ( tt  1 Y pp + ( t t — 1 )’  pp  + « 

(//-}- 1 ) p -\-tt , où  le  premier  & le  dernier 
termes  font  des  quarrés.  Qu’on  prenne 
donc  pour  racine  — / > ce 
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qui  eft  celle  du  quarré  ttp*-\-xt(tt- J-ï 
— 'ittpp-\-(tt-\-i)'- pp — i)p-{-tt  y on 
aura,  en  comparant,  xttp-\-(tt-\-iy  p 

+("— I)7>+*<“+I)=— 

— ir(rr-j-i),  ou  4 ttp-\-(tt — 1)‘/7— J— 4r(/r— 1) 
-=0 , ou  ( «-j- 1 )'p-\~4t  ( tt~ J- 1 ) =0 , c’eft- 
à-dire  tt  -j- 1 = ; de  là  réfulre  p = ~ ; 

par  conféquent  pt-f-i= ~~f  & P~}~r 

=- — enfin  aufii  q = — & 

rr-ft-1  7 1 — 3l 

la  lettre  t eft  arbitraire. 

Soit  par  exemple  r = x,  on  aura  p 

=T&  )=7i  ainfi*r=®7=+2.  & 

l=22  = — i!2,OU*=-)fc!î{& y — 121 

î ay  44  » 4.4.5  1 ^ 4.11  1 

Si  de  plus  £=4.4.5. 1 1 > on  a «*■=3- 1 3- 1 x 
& y=  4.5.9.13  , & les  racines  des  trois 
quarrés cherchés  font x = 3 . 11.13  = 429, 
j=4. 5. 9. 13=2  3. 40,8c  £=4.4.5.11=880. 
On  voit  qu’elles  font  encore  plus  petites 
que  celles  que  nous  avons  trouvées  ci- 
deflus  , & il  en  réfuîte 
xx+yy= 3’.i  33(iii-j-36oo)=3,.t  3’.6i% 


**-{-££=  l i*.(  | 5 2I-|-6400)=I  r.891, 

y y+ft^=,zo\  ( 1 3 6 8 9~f“ 1 9 3 6)=io\  1 i 5 \ 
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VI.)  Une  derniere  remarque  que  nouj 
ferons  au  fujet  de  cette  queftion,  c’eft  que 
chaque  folution  en  fournit  aifément  une 
nouvelle  -,  car  lorfqu’on  a trouvé  trois  va- 
leurs x — a , y —b  & i—Cy  de  forte  que 
<z<z-|— bb^=Zl  , au— j-c==Q  y bb— |-cc  = Oj 

les  trois  valeurs  fuivantes  fatisferont  pa- 
reillement, lavoir  x=ab  ,y=bc  & ac. 
11  faut  que 

xx-\-yy=aabb-\-bbcc=bb(aa-\-cc)  = □ , 
xjt-J-  tf=aabb-\-aacc—aa(bb~\-cc)—  □ , 
=ciacc  -^-bbcc=cc(aa-\-bb')=  □ . 
Or  , comme  nous  venons  de  trouver 
x — a=3. 1 1. 13  , jyr=^= 4.5.9.13  & i=c 
= 4.4.5.11,  nous  avons  d’après  la  nou- 
velle folution  , 

*=^=3.4.5.9.11.13.13  , 
y=bc=  4.4.4.5.5.9.II.13  , 

^ = 3.4.4-5.I  I.I  I.I3. 

Et  toutes  ces  trois  valeurs  étant  divifsbles 
par  3.4. 5.1 1. 1 3 , fe  réduil'ent  aux  fuivantes, 

Jf=9-I3  »7=3-4-4-5  & f — 4-ï 1 , ou  x 
= 117  ,y=i 40  {=44 , qui  font  encore 

moindres  que  celles  qu’a  données  la  folution 
précédente , & il  en  réfulte 
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*x+yy= 7 * * 8 9=267* , 

^+^=156x5=1x5’, 

yy+u— 59536=2'44% 

239. 

Dix-huitieme  quejlion.  On  cherche  deux 
nombres  x & y , tels  que  l’un  ajouté  au 
quarré  de  l’autre , produife  un  quarré  ; c’eft- 
à-dire  que  xx -\-y  & yy~ j-^r  foient  des 
quarrés. 

Si  on  vouloit  commencer  par  fuppofer 
xx-\ -y— pp  , & en  déduire  y—pp — xx  , 
on  auroit  pour  l’autre  formule^4 — zppxx 
-|-jc4-|-jf=  □ , & on  auroit  de  la  peine 
à la  réfoudre. 

Qu’on  fuppofe  donc  en  même  temps  l’une 
des  deux  formules  xx-\-y=(p — xy=pp 
— zpx-\-xx , & l’autre  yy- j-x-=(y — -y)* 
=qq — iqy+yy , on  obtiendra  par-là  les 
deux  équations  luivantes,  \.)y-\-zpx— pp , 
& W.^x-^-zqy^zqq , defquelles  on  tire  ai- 
fément  x—Wî  & y = , où  p & q 

AP1~ 1 J API- 1 7 r 1 

font  indéterminés.  Qu’on  fuppofe  donc 
par  exemple, p=i  & 7=3  , on  aura  les 


deux  nombres  cherchés 
moyennant  quoi  xx  -\-y  = ^ -f- 

= P-V,  & yy+x=^*  + ^=^=(^)\ 

\ilS  ’ JJ  5 29  529  \2V 

Si  on  faifoit  p=  1 & 7=3  » 0,1  auroit 


*= — 1&:  j=^,folution  qu’on  pourroit 

ne  pas  admettre  , parce  que  l’un  des  nom- 
bres cherchés  fe  trouve  négatif. 

1 Mais  foit  p—i  & q—\>  nous  aurons 
x—^  & y—  ^,d’où  nous  dérivons  xx 

+y=à+i,=%=(%y , &»+* 

49  I J_  __  64  / j|\i 

109  I 3LO  100  \10/  * 


240. 

Dix-  neuvième  quejlien.  Trouver  deux 
nombres  dont  la  fomme  foit  un  quarré, 
& dont  les  quarrés  ajoutés  enfemble  pro- 
duifent  un  bi-quarré. 

Nommons  ces  nombres  x (ky  ; & puil- 
que  xx-\-yy  doit  devenir  un  bi-quarré, 
commençons  par  en  faire  un  quarré  , en 
fuppofant  x—pp  — qq  & y=zpq , au 
moyen  de  quoi  xx~\-yy^{pp-\-qq  )\  Or, 
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pour  que  ce  quarré  devienne  un  bi-quarré  f 
il  faut  que  pp-\-J<J  foit  un  quarré  $ con- 
tinuons donc  en  faifant  p—rr—Jf  & 7 
= *rf , afin  que  pp-\-  qcj  = ( rr+ffj  ; & 
préfentement  nous  avons  xx-^-yy  =(rr 
+ffY,  ce  qui  efl:  un  bi-quarré.  Or  , fui- 
vant  ces  fuppofitions , nous  avons  x=r* 

— 6rr/f+f4  & y—V'f — Vp  i il  nous 
refte  par  conféquent  à transformer  en  un 
quarré  la  formule  x -\-y=r* ^r'/- — 6rrff 

— 4 rP  +/4- 

Imaginons  que  fa  racine  foit  rr  + *rf 
~\-/J  , OU  la  formule  égale  au  quarré  r* 
'^-V'J-p(>rrff-)rVp-\-p  » nous  pourrons 
effacer  de  part  & d’autre  les  deux  premiers 
& le  dernier  terme  , & divifer  les  autres 
par  rJJ'i  ainfi  nous  aurons  6r-\-/\f=z — 6r 

— 4/,  ou  izr-|-8/r=o;  de  forte  que  / 

= — x— — \ r‘  Nous  pourrions  aufii  fup- 
pofer  la  racine  rr — zrf -}- fft  en  égalant 

la  formule  au  quarré  r* — 4 r'f-\-6rrff—^rf1 
~\-f*  i de  cette  maniéré  le  premier  & les 
deux  derniers  termes  fe  détruifant  des  deux 
côtés  , nous  aurions  en  divifant  par  rrf, 

Tome  II.  Y 
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les  autres  termes,  4 r — 6/— — 4r-| -6/, 
ou  $r—  ixf  i par  conféquent  r=  \f;  ainfi 
clans  cette  fécondé  fuppofition  fi/-—  3 & 
y==i,  nous  trouverions  x= — 119,  ou 
une  valeur  négative. 

Mais  faifons  à préfent  nous 

aurons  pour  notre  formule 

" = W+  3 f*  + n;r'=zp  + yft  +iftt + /». 

Donc 

> = rJ'  + 'iP'+'iffu  + W + t'  "* 

+ 4 '’/=  7 f*  + z7fh+ 1 W«+iP 

-6rrff=-'iJ>- 1 Spt — 6fftt 

—A'P APC 

p ; & par  conféquent  la  formule 

+ + top  + 1\ 

Cette  formule  doit  aufli  être  un  quarré, 
fi  on  la  multiplie  par  1 6 , moyennant  quoi 
elle  devient  /'+  ’ 9 -’/3r +4t  %ffn  -\~t6of0 
-}- 1 6 1\  Egalons-la  au  quarré  de  JJ  - f- 1 48 Jt 
— 4 tt , c’eft-à-dire  à J*+  lyôf'tA-uÜyGjftt 
— 1 1 84/r5-(-  i6t* i nous  voyons  les  deux 
premiers  termes  & le  dernier  fe  détruire 
des  deux  côtés , & nous  parvenons  par-là 


9 


Digitized  by  Googl 


D*  A L G E B R E, 

à l’équation  11896/— 1 1 8 4/=  40^/+!  6ot 
c,m  fourni  <f=^“  =M=^..  Puisdonc 
cIue  T'— 84  & r— 1343  , nous  aurons  r 
==ïf+t—  1 4^9  » & par  conféquent  x=r4 

, —^#+/4=456)  4^6017761  ,&j y—v'f 
— 4rf‘=  1061651193520. 


CHAPITRE  XV. 

Solutions  de  quelques  quejlions  où  Fort 
demande  des  Cubes, 

24I. 

P^Jous  avons  traité  dans  le  Chapitre  pré- 
cédent quelques  questions  où  il  s’agifloit  de 
faire  en  forte  que  certaines  formules  de- 
vinflent  des  quarrés , elles  nous  ont  donné 
occafion  de  développer  difîerens  artifices 
que  demande  i’application  des  réglés  que 
nou>  avions  données  plus  haut.  Il  nous  relie 
h préfient  a confidérer  des  quellions  qui  rou- 
lent fur  la  transformation  de  certaines  f >r- 
ii:  u les  en  cubes  -t  les  loiutions  qui  vont  l'uivre 

Y i 
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répandront  du  jour  fur  les  réglés  que  nous 
avons  auflî  indiquées  plus  haut  pour  les 
transformations  de  cette  efpece. 

242. 

Queflion  première.  On  demande  que  la 
fomme  de  deux  cubes  & y1  foit  un 
cube. 

Puifque  doit  être  un  cube , il  faut 

qu’en  divilant  cette  formule  par  le  cube/, 
le  quotient  foit  pareillement  un  cube  , ou 

que  — -j-i— 1 C.  Soit  donc  j = { — 1 ,nous 

aurons  1' — 3u-j (-3{=&  Si  nous  voulions 
maintenant , en  luivant  les  réglés  données 
plus  haut , fuppofer  ici  la  racine  cubique 
— y — u , & en  comparant  la  formule  avec 
le  cube  f 3 uurL—uJ , déterminer 

u de  façon  que  le  fécond  terme  auffi  s’éva- 
nouît, nous  aurions  u=  1 & les  autres  ter- 
mes formant  l’équation  — w',;=:3î 

. — 1 ; nous  trouverions £=  00  , d’où  nous 
ne  pourrions  rien  conclure.  La; (Tons  donc 
plutôt  u indéterminé,  & tirons  j de  lequa 
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tîon  quarree  — îff-j-Sf— — jrq^-j- 
» ou  3 «{{ — 3{{— 3 uu7l — yL — u\  ou 
3 (u — 0{{=3  (“« — i ){ — u 5 , ou  i) 

K — ~(u i nous  trouverons 


queftion  fe  réduit  par  conféquent  à tranf- 
former  en  quarré  la  fra&ion  qui  eft  fous 
ce  ligne  radical.  Multiplions  d’abord  pour 
cet  effet  les  deux  termes  par  3 (u — 1)  , 
afin  que  le  dénominateur  devenant  un 
quarré  , favoir  36  ( u — 1 )’ , nous  n’ayons 
à traiter  que  le  numérateur  — 3^-j-  1 iu} 
— Comme  le  dernier  terme  eft 

tin  quarré  , nous  fuppoferons  la  formule , 
conformément  à la  réglé  , égale  au  quarré 
de , c’eft-à-dire  à ggu'-^-xfgu* 
~\-6guu-^-6ju-\-y  , nous  ferons  difparoitra 

4 -ffuu 

les  trois  derniers  termes,  en  faifant  0 — 6f 
•u/=o  , & 6g-\-ff— — 18  , ou  g— —3  j 

X 3 
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& l’équation  qui  relie  , lavoir — 
==-S%u~\~  x/1'—  9U  » donnera  u — i.  Mais 
cette  va'eur  ne  nous  apprend  encore  rien  ; 
ainlî  nous  continuerons  en  écrivant  m~i 
,•  or  notre  formule  devenant  dans  ce 
cas  4£—i  it — 3/%  ce  qui  ne  peut  être  un 
quarré  , à moins  que  t ne  foit  négatif , fui- 
fons  a u fn- tôt  t = — f ; nous  avons  par  ce 
moyen  la  formule  i if — 3/%  qui  devient 
un  quarré  dans  le  cas  de  J—  1.  Mais  nous 
voici  arrêtés  de  nouveau  ; car  dans  ce  cas 
de/=  1 , on  a t— — 1 , & u—o , d où  l’on 
ne  peur  conclure  autre  chofe.,  fi  ce  n’ell  que 
de  quelque  maniéré  qu’on  s’y  prenne,  on 
ne  trouvera  jamais  une  valeur  qui  falfe  par- 
venir au  but  qu’on  fe  propofe;  de  l’on  peut 
en  inférer  déjà  avec  allez  de  confiance  , 
qu’il  eïl  impolTible  de  trouver  deux  cubes 
dont  la  fomme  foit  un  cube  ; on  s’en  con- 
vaincra entièrement  par  la  demonffration 
fuivante. 
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243. 

Théorème  '.  Il  n’eff  pas  pofîibîe  de  trouver 
deux  cubes  dont  la  fomme  ou  bien  la  dif- 
férence l'oit  un  cube. 

Nous  commencerons  par  faire  obferver 
que  fi  l’impoflibilité  dont  nous  parlons  a 
lieu  pour  la  fomme , elle  a lieu  aufli  pour 
la  différence  de  deux  cubes.  En  effet , s’il 
eff  impoffibîe  que  *3  > il  eft  im- 

poffible  auffi  que  ^ — y1=x’  ; or  f5 — y* 
eff  la  différence  de  deux  cubes  ; donc  , &c. 
Cela  pofé , il  fuftira  de  démontrer  l’impof- 
fibilité  en  queffion  , foit  de  la  fomme  feu- 
lement , foit  de  la  différence  ; or  voici  la 
fuite  des  raifonnemens  que  cette  démons- 
tration exige. 

I.)  On  peut  regarder  les  nombres 
comme  premiers  entr’eux  j car  s’ils  avoienc 
un  commun  divifeur,  les  cubes  feroient 
auffi  divilîbles  par  le  cube  de  ce  divifeur. 
Par  exemple  , foit  x—xa  & y=xb , ou 
auroit  *5-}->y,  = 8a5-|-8£5  ; or  Ci  cette  for- 
mule cft  un  cube  a}-\-b'  en  eff  auffi  un. 

Y 4 
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II. )  Puis  donc  que  x & y n’ont  point 
de  fa&eur  commun  , ces  deux  nombres 
font  ou  impairs  tous  les  deux  , ou  bien  l’un 
eft  pair  & l’autre  eft  impair.  Dans  le  pre- 
mier cas  il  faudroit  que  \ fût  pair,  & dans 
l’autre  ce  nombre  feroit  impair.  Par  con- 
féquent  de  ces  trois  nombres  x , y & ^ , 
il  y en  a toujours  un  qui  eft  pair  & deux 
qui  font  impairs  ; & il  nous  fuflira  donc 
pour  notre  démonftration  de  confidérer  le 
cas  où  x fk  y font  tous  deux  impairs , parce 
qu’il  eft  indifférent  de  prouver  l’impoftibilité 
dont  il  s’agit  pour  la  fomme  ou  pour  la 
différence,  &r  qu'il  arrive  feulement  que 
la  fomme  devient  la  différence  , lorfqu’une 
des  racines  eft  négative. 

III.  ) Si  donc  x (ky  font  impairs  , il  eft 
clair  que  tant  leur  fomme  que  leur  dif- 
férence fera  un  nombre  pair.  Soit  donc 
^=p  & ^-—q , nous  aurons  x =/?-}- q 
& y=p — q , d’où  il  fuit  que  l’un  des  deux 
nombres  ptk  q doit  être  pair  & que  l’autre 
doit  être  impair.  Or  nous  avons  xJ-j-yJ 
E=y>’-{-6pqq—i-p(pp-{-3qq)  > de  forte  qu’il 
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s’agit  de  prouver  que  ce  produit  ^p(pp 
*^~3qq)  ne  peut  devenir  un  cube  ; & fi  la 
démonftration  devoit  fe  rapporter  à la  dif- 
férence , on  auroit  xJ — y'z=:6ppq-{-xq' 
= xq  (qq-\~3pp)  , formule  tout-à-fait  la 
même  que  la  précédente,  fi  on  met  p & q 
à la  place  l’un  de  l’autre.  Par  conféquent 
il  fuffit  pour  notre  queftion  de  démontrer 
rimpofiîbilité  de  la  formule  xp  (pp-\~iqq)  > 
puifqu’il  s’enfuivra  néceffairement  que  ni 
la  fomme  ni  la  différence  de  deux  cubes 
ne  peut  devenir  un  cube. 

IV.  ) Si  donc  ^p(pp-\~3qq)  étoit  un  cube, 
ce  cube  feroit  pair,  & par  conféquent 
divifible  par  8 ; donc  il  faudroit  que  la 
huitième  partie  de  notre  formule  , ou^/> 
(pp-\~3qq) , fût  un  nombre  entier  & outre 
cela  un  cube.  Or  nous  favons  que  l’un  des 
nombres  p & q eft  pair  , &.  l’autre  impair  i 
ainfi  pp-\~3qq  doit  être  un  nombre  impair, 
qui  n’étant  point  divifible  par  4 , il  faut  que 
p le  foit , ou  que^  foit  un  nombre  entier. 

V. )  Mais  afin  que  le  produit^  (pp+3qq) 
ioit  un  cube , il  faut  que  chacun  de  ces 
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faveurs,  s’ils  n’ort  point  de  divifeur  com- 
mun , fait  un  cube  féparément;  car  fi  un 
produit  de  deux  faéleurs  qui  font  premiers 
entr’eux  , doit  être  un  cube  , il  faut  nécef- 
fairement  que  chacun  foit  de  foi- même  un 
cube  ; le  cas  cil  different  & demande  une 
confédération  particulière,  fi  ces  faéleurs 
ont  un  divifeur  commun.  Ainfi  la  queflion 
efl  ici  de  favoir  fi  les  deux  faéreurs  p & 
ne  pourroient  pas  avoir  un  divifeur 
commun?  Pour  y répondre,  il  faut  con- 
fidérer  que  fi  ces  fàêleurs  ont  un  divifeur 
commun,  les  nombres  pp  o : pp- au- 
ront le  même  divifeur  ; que  la  différence 
auffi  de  ces  nombres  , qui  efl  > aura 
le  même  divifeur  commun  avec  pp,  tk 
que,  puifque  p & q font  premiers  entre 
eux  , ces  nombres  pp  tk  37./  ne  peuvent 
avoir  d’autre  commun  divifeur  que  3 , ce 
qui  a lieu  quand  p efl  divifible  par  3. 

VI.)  Nous  avons  par  conféquent  deux 
cas  à examiner  : l’un  efl  celui  où  les  fac- 
teurs p tkpp-^-^qq  n’ont  point  de  commun 
divifeur,  ce  qui  arrive  toujours , lorfqne 
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p n’eft  pas  divifible  par  3;  l’autre  cas  eft 
celui  où  ces  faêteurs  ont  un  divifeur  com- 
mun , & il  a lieu  quand  p peut  fe  divifer 
par  3 , parce  qu’alors  les  deux  nombres 
font  divifibles  par  3.  Nous  avons  befoin 
de  diftinguer  foigneufement  ces  deux  cas 
l’un  de  l’autre,  parce  qu’ils  exigent  chacun 
une  démonflration  particulière. 

VII.)  Premier  cas.  Que  p ne  foit  pas 
divifible  par  3 , & que  par  conféqucnt  nos 
deux  faveurs  p-tk  pp- \-3qq  foient  premiers 
entr’eux  , de  forte  que  chacun  en  particu- 
lier doive  être  un  cube.  Pour  faire  d’abord 
que  pp-\~3qq  devienne  un  cube , il  11’y  a , 
comme  nous  l’avons  vu  plus  haut  , qu’à 
fuppofcr^-f  qy/—  3 = C^+“  V — 3)1  & 
F — yV — 3 — — UV/ — 3)’,ce  q1”  donne 
pp-\~2iq—(.lt~\~3uuy  ou  un  cube.  Or 
par-lù  p—?  — ytuu=.t(tt — 9 au),  &t  q 
z=^ttu  — 3«’  = 3 u ( te  — uu).  Puis  donc  que 
q eft  un  nombre  impair , il  faut  que  u aufli 
foit  impair , & par  conféquent  que  t foit 
pair,  parce  que  fans  cela  tt  — uu  feroit 
pair. 
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VIII.)  Maintenant  que  nous  avons  tran£ 
formé  pp-\-}qq  en  cube,  & que  nous 
avons  trouvé  p=t  (jt  — 9 uu)  =zt  (r-f-3w) 
( t — 3 k),  il  s’agit  auffi  que^  , & par  con- 
féquent  suffi  que  xp  foit  un  cube  ; ou  ce 
qui  revient  au  même , que  la  formule 
zr(r-|~3w)  ( t — 3 u)  foit  un  cube.  Or  nous 
avons  à obferver  ici  que  t eft  un  nombre 
pair  & non  divifible  par  3 ; puifqu’autre- 
ment  p feroit  divifible  par  3 , ce  qu’on  a 
expreflemcnt  fuppofé  n’être  pas  ; ainfi  les 
trois  fafteurs  zr , / — f—  3 w & r — 3a,  font 
premiers  entr’eux  , & il  faudroit  que  cha- 
cun d’eux  fut  un  cube  en  particulier.  Si 
donc  nous  faifons  & t — yu—g\ 

nous  aurons  xt  Si  donc  1/  eft: 

un  cube , nous  aurons  deux  cubes  f'  tk  g'9 
dont  la  fomme  feroit  un  cube  , & qui  fe- 
roient  évidemment  beaucoup  plus  petits 
que  les  cubes  x 3 & yJ  adoptés  au  commen- 
cement j car  comme  nous  avons  d’abord 
foit  x=zp-\-q  tky=p — q , & que  nous 
venons  à préfent  de  déterminer  p & q par 
les  lettres  t Sc  u , il  faut  néceftairement  que 
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les  nombres  a;  & y foient  beaucoup  plus 
grands  que  t &:  u. 

IX. )  Si  donc  il  exiitoit  dans  de  grands 
nombres  deux  cubes  tels  que  nous  les 
demandons,  on  pourroit  auffi  affigner  en 
de  moindres  nombres  deux  cubes  don t la 
fomme  feroit  un  cube,  & on  pourroit  par- 
venir de  la  même  maniéré  à des  cubes 
toujours  plus  petits.  Or  comme  il  efl  très- 
certain  qu’il  n’y  a point  de  ces  cubes  dans 
les  petits  nombres,  il  s’enfuit  qu’il  n’y  en  a 
point  non  plus  dans  les  plus  grands.  Cette 
conclufionfeconfirme  par  celle  que  fournit 
le  fécond  cas  6c  qui  eft  la  même , comme 
on  va  voir. 

X. )  Second  cas.  Supposons  à préfent  que 
p foit  divifible  par  3 , 8c  que  q ne  le  foit 
pas,  8c  faifons p=.^r,  notre  formule  de- 
viendra 7.  ( 9rr + 3 77  ) » ou  ! r ( 3 rr+ 77  ) * 
8c  ces  deux  fréteurs  font  premiers  entr’eux  , 
vu  que  yr-\-qq  n’eft  divifible  ni  par  x ni 
par  3 , 8c  que  r doit  être  pair  auffi  bien, 
que  p ; c’eft  pourquoi  chacun  de  ces  deux 
fréteurs  doit  être  un  cube  en  particulier* 
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XI. )  Or  en  transformant  le  fécond  fac- 

teur xrr- -\~qq  ou  qq-p^rr , nous  trouvons 
cîe  la  même  maniéré  que  ci-deflus  q — t 
(tt  — $uu)tkr—  — uu  ) ; & il  faut 

remarquer  que  puifque  q étoit  impair,  t 
doit  être  ici  pareillement  un  nombre  impair , 
& que  u doit  être  pair. 

XII. )  Mais  il  faut  auilî  que  - foit  un  cube  ; 
ou  en  multipliant  par  le  cube^,  que -g-  ou 
i.u(tt — uu)=zu  (/+«)  (r — «),  foit  un  cube  -y 
& comme  ces  trois  fafteurs  font  des  nom- 
bres premiers  entr’eux , il  faut  que  chacun 
par  lui-même  foit  un  cube.  Suppofons  donc 

p & t — u—g' , il  s’enfuivra  xu=p 
— g' , c’efl-à-dire  que  fi  xu  étoit  un  cube, 
p — g'  feroit  un  cube.  On  auroit  par  con- 
féquent  deux  cubes/3  & g 3 beaucoup  plus 
petits  que  les  premiers , dont  la  différence 
feroit  un  cube , & par-là  même  on  con- 
noîtroit  aufii  deux  cubes  dont  la  fomme 
feroit  un  cube  , puifqu’onn’auroit  qu’à  faire 
p — ^3=/r  pour  avoir /3=^3-j-  g\  ou  un 
cube  égal  à la  fomme  de  deux  cubes.  Voilà 
donc  la  concluiion  précédente  pleinement 
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confirmée;  c’eft  ù-dire  qu’on  ne  peut  ali- 
gner même  par  les  plus  grands  nombres 
deux  cubes  rels  que  leur  Tomme  ou  leur 
différence  (bit  un  cube , de  cela  par  la  raifon 
qu’on  ne  rencontre  point  de  cubes  de  cette 
efpece  dans  les  plus  petits  nombres. 

244. 

Puis  donc  qu’il  eft  impofîible  de  trouver 
deux  cubes  dont  la  lbmme  ou  la  différence 
Toit  un  cube  , notre  première  queilion  tombe 
d’elle-même;  aufii  a-t-on  coutume  plutôt 
de  commencer  dans  cette  matière  par  la 
queftion  de  déterminer  trois  cubes,  dont 
la  Tomme  Tuffe  un  cube;  mais  en  TuppoTant 
que  deux  de  ces  cubes  Toient  arbitraires, 
de  Torte  qu’il  ne  s’agit  que  de  trouver  le 
troifieme  ; ainfi  nous  paflerons  immédia- 
tement à cette  queftion. 

245. 

Queftion  deuxieme.  Deux  cubes  a’  & b 1 
étant  donnés,  on  demande  un  troifieme 
cube  , tel  que  ces  trois  cubes  ajoutés 
enTemble  faffent  un  cube. 
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Il  s’agit  de  transformer  en  cube  la  for- 
mule a’-j-Æ’-j-  x'  ; cela  ne  peut  fe  faire  à 
moins  qu’on  ne  connoifle  d’avance  un  cas 
fatisfaifant  ; mais  un  cas  de  cette  efpece  fe 
préfente  aufii-tôt,  c’eft  celui  de  x= — a ; 
qu’on  fafle  donc  x —y — a , on  aura  x'=y' 
— 3ayy  “h  3ayy  — a’  * c’eft  par  conféquent 
la  formule  j'1  — 3ayy-\~3aay'\~^  qui  doit 
devenir  un  cube  ; or  le  premier  & le  der- 
nier terme  étant  ici  des  cubes  , on  trouve 
aufii-tôt  deux  folutions. 

I. )  La  première  demande  qu’on  fafTe  la 

racine  de  la  formule  =.y-\-b,  dont  le  cube 
zhy'-\-3byy-\~$bby-\-b'  ; on  a de  cette 
maniéré  — yay  -} -^aa = ^by  -| -jbb  ; & par 
conféquent  y—  =a — b ; mais  x— — b; 

de  forte  que  cette  folution  ne  nous  eft 
d’aucun  ufage. 

II. )  Mais  on  peut  auffi  prendre  pour  ra- 
cine b-\-fy , dont  le  cube  e&f ’y’ -\~ibffyy 
+3%+»  > & déterminer  f de  façon 
qu’aufli  les  troifîemes  termes  fe  détruifent , 
favoir  en  faifant  3 aa=^bbft  ou 

car  alors  on  parvient  à l’équation  y — 

=f'x 
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= Py-\-3bff—  qui>  ^ul«- 

pliée  par  b % devient  by — ^abr'=a6j+^a*b\ 

& donne^=3^tl^  = l^l£±i2 

y é" — a6  — ab 

• (* 

— t &'  par  conféquent  — a 

xa£3-|-a4  i»3-J-a3  . . _ , . 

= — r: r~—  **•-/, "~ Ainli  les  deux 

— a3  é3 — a' 


cubes  a’  &:  b'  étant  donnés , nous  connoif- 
fons  aufli  la  racine  du  troifieme  cube  cher- 
ché j & f nous  voulons  que  cette  racine 
foit  pofitivc , nous  n’avons  qu’à  fuppofer 
le  cube  b'  plus  grand  que  l’autre  a3  : faifons- 
en  l’application  à quelques  exemples. 

I. )  Soient  i Se  8 les  deux  cubes  donnes, 
en  forte  que  a = i & b = z -,  la  formule 
9 + r3  deviendra  un  cube,  fi  x=~-,  car 
on  aura  9 + *’ = ^ = (7)’- 

II. )  Soient  les  cubes  donnés  8 &:  27, 
de  forte  que  a = z & £ = 3 ; la  formule 
35~{-x3fera  un  cube  dans  le  cas  de  x=~. 

III. )  Que  27  & 64  foient  les  cubes 
donnés,  c’eft-à-dire  que  a— 3 S:  b — 4 ; 

Toniî  II,  L 


Elément 

la  formule  9 1 -j-*3  deviendra  un  cube , fi 


, 465 
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Si  l’on  vouloit  déterminer  pour  deux 
cubes  donnés  d’autres  troiliemes  cubes  , il 

faudroit  pourfuivre  en  fubllituant 


au  lieu  de  x , dans  la  formule  a3 -{-A* 
x3  ; car  on  parviendroit  par  ce  moyen 
à une  formule  Semblable  à la  précédente, 
& qui  fourniroit  enfuite  de  nouvelles  va- 
leurs de  \ ; mais  on  voit  allez  qu’on  s’en- 
gageroit  dans  des  calculs  très-prolixes. 


246.. 


Il  fe  préfente  au  relie  dans  cette  ques- 
tion un  cas  remarquable , celui  où  les  deux 
cubes  donnés  font  égaux , où  a— b y car 


9 

dans  ce  cas  on  a x=  - — = 00  : c’ell-à-dire 

o 

qu’on  n’a  aucune  Solution  ; & voilà  la  raifon 
pour  laquelle  on  n’a  pu  encore  réfoudre  le 
problème  de  transformer  en  cube  la  for- 
mule za3-j-x3.  Soit , par  exemple  a= 1, 
ou  que  cette  formule  Soit  z-J-x3,  on  trou- 
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vera  qtie  quelques  formes  qu’on  lui  donne, 
ce  fera  toujours  inutilement , Se  qu’on  cher- 
chera en  vain  une  valeur  de  x qui  fatisfalTe. 
On  conclut  de  là  avec  afîcz  de  certitude  , 
qu’il  eft  impoflible  de  trouver  un  cube  égal 
à la  fomme  d’un  cube  & d’un  double  cube, 
ou  bien  que  l’équation  ia'~\-x'!=.y^  eft  im- 
poflible  ; & comme  cette  équation  donne 
ia’=yJ — x\  il  feroit  impoflible  aufli  de 
trouver  deux  cubes  dont  la  différence  fût 
égale  au  double  d’un  autre  cube  : cette 
conféquence  s'étend  de  même  à la  fomme 
de  deux  cubes;  Sc  tout  cela  va  "être  porté 
jufqu’à  l’évidence  complète  par  la  dé- 
monftration  qui  fuit. 

247. 

Théorème,  Ni  la  fomme  ni  la  différence 
de  deux  cubes  ne  peut  devenir  égale  au 
double  d’un  autre  cube  ; cela  vçut  dire  que 
la  formule  x}+  eft  toujours impof- 

fible , fi  ce  n’eft  dans  le  cas  évident  y—. x. 

On  peut  encore  ici  regarder  .y  ôcy  com- 
me premiers  entr’eux  ; car  fi  ces  nombres 
avoient  un  divifeur  commun , il  faudroit 
. ' ‘ Z 2 
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que  { eût  le  meme  divifeur , & que  toute 
l’équation  par  conféquent  fût  divifible  par 
le  cube  de  ce  divifeur.  Cela  pofé , comme 
x'+y1  doit  être  un  nombre  pair  , il  faut 
que  les  nombres  x y foient  impairs  tous 
les  deux  , moyennant  quoi  tant  leur  fomme 
que  leur  différence  fera  paire.  Ainfî  faifons 
~=p  = nous  aurons  x-=.p-^-q 

— q , & il  faudra  que  des  deux 
nombres  p 6c  q l’un  lbit  pair  &c  l’autre 
impair.  Or  de  là  il  fuit  x 3 +y'  — xp'  + 6pqq 

= ■ ¥ (pp+3M)  > & —y'—6ppq+xq' 

— xq  ( Spp-j-qq  ) , c’eft-à-dire  deux  for- 
mules tout-à-fait  femblables.  Par  conféquent 
il  fuiïïra  de  prouver  que  la  formule  xp  ( pp 
*-{-  3 qq  ) ne  peut  devenir  le  double  d’un 
cube  , ou  que  p (pp-\~3qq  ) ne  peut  être  un 
cube.  On  va  voir  comment  nous  nous  y 
prendrons  pour  cette  démonffration. 

I.  ) Il  fe  préfente  de  nouveau  deux  cas 
différons  à confidérer  : Pun  où  les  deux  fac- 
teurs p & pp-\~3<J(]  n’ont  point  de  commun 
divifeur  , & doivent  être  un  cube  chacun 
féparément  ; l’autre  où  ces  faéfeurs  ont  un 
divifeur  commun,  lequel  divifeur  cepen- 
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dant,  comme  nous  avons  vu , ne  peut  être 
autre  que  3. 

II.)  Premier  cns.  En  fuppofant  donc  que 
pue  foit  pas  divifible  par  3 , & qu’ainfi  les 
deux  fa&ëurs  foient  premiers  entr’eux,  nous 
réduirons  d’abord  pp-\-}qq  en  cube,  en 
fuifant  p—t(tt — yuu)  & q—%u(ju— ÿuü)  } 
moyennant  cela  il  faudra  feulement  encore 
que  p devienne  un  cube.  Or  t n’étant  paj 
divifible  par  3 , puifqu’autrement  p feroit 
aufii  divifible  par  3 , les  deux  facfeurs  t & 
tt — 9 uu  font  premiers  entr’eux , & par  con* 
féquent  il  faut  que  chacun  en  particulier 
foit  un  cube. 

Iil.)  Mais  le  dernier  faâeur  à fon  tour 
a deux  faéleurs  , favoir  t~\-  3.Y  & r — 3 u , 
qui  font  des  nombres  premiers  entr’eux , 
d’abord  parce  que  t n’ell  pas  divifible  par  3 , 
6c  en  fécond  lieu , parce  que  i’un  des  nom- 
bres t & u efi:  pair , tandis  que  l’autre  cit 
impair  ; car  fi  ces  nombres  étoient  impairs 
tous  les  deux , il  faudrait  que  non-feulement 
p , mais  auffi  que  q fût  impair  , ce  qui  ne 
fe  peut;  donc  il  faut  cpie  chacun  de  ces 
deux  fa&eurs  x— J-  3«.  &.  1 — 3 u en  partir 
cuüer  foit  un  cube.  Z 3 
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IV. )  Soit  donc  & t — ^u=zg\ 

nous  aurons  %t=fl-\-gh  Or  t doit  être  un 
cube  que  nous  délignerons  par  h 3 , moyen- 
nant quoi  il  faudroit  que  f,-\-g,=zh1 par 
conféquent  nous  aurions  deux  cubes  beau- 
coup moindres , lavoir  f'  &:  g 5 , dont  la 
fomme  feroit  le  double  d’un  cube. 

V.  ) Second  cas.  Supposons  à préfent  p 
divifible  par  3 , & conféquemment  que  q 
11e  le  loir  pas. 

Si  nous  faifons  p—  3/-,  notre  formule 
devient  y{^rrJr^qq)=^r^yr-]rqq) , & 
ces  fa&eurs  étant  maintenant  des  nombres 
premiers  entr’eux , il  faut  que  l’un  & l’autre 
l'oient  un  cube. 

VI.  ) Afin  donc  de  transformer  en  cube 

le  fécond  qq- \~3rr,  nous  ferons  q—t 
(tt — 9 ua)  & r—yt  ( tt — uu  ),  & il  faudra 
encore  que  l’un  des  nombres  t & u foie 
impair  & l’autre  pair , vu  qu’autrement  les 
deux  nombres  q & r feroient  pairs.  Or  nous 
obtenons  par-là  le  premier  faéleur  ç)r=iq  u 
(tt — uu)  ; & comme  il  doit  être  un  cube, 
il  faut  aulïï  qu’en  le  divifant  par  27  , la  for- 
mule n(tt  — uu)  , ou  (r  — u)  y 

fort  un  cube. 
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-VII.)  Mais  ces  trois  faveurs  étant  pre- 
miers entr  eux , il  faut  qu’ils  foient  tous  eux- 
mêmes  des  cubes.  Ainfi  fuppofons  pour  les 
deux  derniers  & t — u=g\ , nous 

aurons  zu=p — g’ y mais  u devant  être 
un  cube  , nous  aurions  de  cette  maniéré , 
en  de  bien  plus  petits  nombres  , deux  cubes 
dont  la  différence  feroit  égale  au  double 
d’un  autre  cube. 

V III. )  Puis  donc  qu’on  ne  peut  afïïgner 
en  petits  nombres  des  cubes  tels  que  leur 
fomme  ou  leur  différence  foit  un  cube  dou- 
blé , il  eft  clair  qu’il  n’y  a point  de  cubes 
de  cette  efpece  , même  parmi  les  plus- 
grands  nombres. 

IX. )  On  objeêlera  peut-être  que  notre- 
conclufion  pourroit  induire  en  erreur,  parce 
qu’il  exifte  dans  ces  moindres  nombres  un 
cas  fatisfaifant , favoir  celui  dcf—g.  Mais- 
on doit  confidérer  que  lorfque  f—g , on 
a dans  le  premier  cas  t-X-^u—t — yi , & 
ainfl  u— o y que  par  conféquent  auffi  <7— o , 
& que  comme  nous  avions fuppofé  x—p-\-q 
& y=-p — q t il  faudroitque  les  deux  pre- 
miers cubes  x 5 & y%  euffent  déjà  été  égaux. 
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J’un  8:  Pautre , lequel  cas  a été  expreffément 
excepté.  De  même  , dans  le  fécond  cas  , 
il  faut  que  — u , & pa-, 

rcillement  t/=o  ; donc  auffi  r— o 8c p=o  ; 
donc  les  deux  premiers  cubes  8:  y'  de- 
viendroient  encore  égaux  , de  quoi  il  n’eft 
pas  queltion  dans  le  problème. 

248. 

Quejtion  troijieme.  On  demande  en  gé- 
néral trois  cubes  , x’ , y & , dont  la 

fomme  foit  égale  à un  cube. 

Nous  venons  de  voir  qu’on  peut  fup- 
pofer  deux  de  ces  cubes  connus , & qu’on 
peut  déterminer  par-là  le  troifieme , pourvu 
qu’il  11’y  en  ait  pas  deux  d’égaux  ; mais  la 
méthode  précédente  ne  fournit  dans  chaque 
cas  qu’une  feule  valeur  pour  le  troifieme 
cube',  & il  feroit  difficile  d en  déduire  de 
nouvelles. 

Nous  regarderons  donc  à préfent  les  trois 
cubes  comme  inconnus  ; & afin  de  donner 
une  folution  générale  , nous  ferons  x’-^-y^ 
nous  tranfpoferons  un  des  pre- 
miers pour  avoir  rç*  ; & voici 
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comment  nous  fatisferons  à cette  équa- 
tion. 

I. )  Soit  x—p-\-(j  &y—p  — q , nous 
aurons  comme  nous  avons  vu  , *3  + -y' 
= xp  (pp  -j-  3 qq).  Soit  de  plus  v=r-\-f  & 
l—r — /,  nous  aurons  auiîi  v’ — ^3= 
C//+3  rr ) ; donc  il  faut  que  xp  ( pp-\~^qq) 

=1/Cy/+3  rr)  ? ou^C^-j-3  ??)=/< {Jf-\~3rr)' 

II. )  Nous  avons  vu  plus  haut  qu’un  nom- 
bre , tel  que  pp-\-}qq , ne  peut  avoir  pour 
divifeurs  que  des  nombres  de  la  même 
forme.  Puis  donc  que  ces  deux  formules pp 
+3  M &y/+  3/T,  doivent  avoir  néceflai- 
iement  un  divifeur  commun  , foit  ce  divi- 
feur  =r/+3//w. 

III. )  Faifons  en  conféquence  pp-\~3qq 

= é+mï  & fPr 3 rr==  thh 

+3  **0  ("+3  uu)  , & nous' aurons ft 
+3 gu  & q=gt — /«;  par  conféquent pp 

—ffn+6Iktu+9gguu  & M—Z&t—lfg11* 
-\-ffuu  , d’où réfultc pp-\~l 

+ (3 ff+9g&  uu  » ou  bien pp+SM  =(// 

+3£S)  («+3“")- 

IV. )  Nous  tirons  de  la  même  manière 
de  l’autre  formule  f=.ht-\-}ku  & r=.kt 


3^2,  E L É M E N S 

— h u ; d’où  réfulte  l’équation  (ft-}~3gu) 

(ff+3ggXtt+3uul=(k‘+3k“Xkk+3kk) 

(tt-j-pw) , qui  divifée  par  n-\~3uu , donne 
fî(fÂ-lgg)+  3 g“  (ff+3gg)=kt(/l/l+3kk) 

’X~3ku{hh  4-  xkk)  , OU  fHff-4-ïgg) — 
+}kk)—yku(/ih+}kk)—igu(Jf-\-igg)  , 
moyennant  quoi  «, 

V. )  Chaffons  encore  les  fraéHons  , en 

faifant  3 g g)  — A(AA-{-3^^)> 

& nous  aurons  t—  3 * (AA-J-3  JU) — 3 g- 

} gg)  y où  l’on  peut  donner  telles 
valeurs  qu’on  veut  aux  lertres  f \gyh  & 

VI. )  Lors  donc  que  nous  aurons  déter- 
miné  par  ces  quatre  nombres  les  valeurs 
de  t & de  // , nous  aurons  I.  ) p=fi-\--$gu , 
II.)  q=gt — fu , \\l.)f=ht-\-^ku , IV.)  r 
=JU — Aü,*  de  là  nous  parviendrons  en- 
fin à la  folution  de  la  quefiion  , x=.p- \-q  y 
y— p — q , 3—r—f  & v=r-\-f  j & cette 
folution  e(t  générale , au  point  quelle  ren- 
ferme tous  les  cas  poflibles , vu  que  dans 
tout  ce  calcul  on  n’a  admis  aucune  limi- 
tation arbitraire.  Tout  l’artifice  confiftoit 
ù rendre  nôtre  équation  divifible  par  tt 
rf-3  uu , moyennant  quoi  nous  avons  pu 
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déterminer  les  lettres  t & u par  une  équa- 
tion du  premier  degré.  On  peut  faire  des 
applications  fans  nombre  de  nos  formules: 
nous  en  donnerons  quelques-unes  pour 
exemples. 

I. )  Soit  k—o  & h—  1 , on  aura  t— — 35- 

(ff+)g8)> & “=f(ffJr  3 SS)  — 1 ’> ainfl 
P==—}fg(ff+}gg)+)fg(ff+  IgÙ—ïS 

& l=^ff+igS)'+f  > de  Plus 

& r=—f(ff+  3££> 

-f- 1 j par  conféquent 

*=—  35— .(//+  3^)*+/» 

J = — 3£+  (//+  — /'  » 

i — (3g  f)  (ff+3gg)  + l i 
enfin  v= — (3^+/)(#+3g'o)  + I* 

Si  outre  cela  nous  fuppofons  f— — 1 
& , nous  aurons  — zo  , y 

— 14  , q — 17  & v = — 7 i & de  là  ré- 
fulte  l’équation  finale  — 203-{-  145  -f- 175 
= — 7’,  ou  i43-|- 173-|-?3  — zo3. 

II.  ) Soit  f '=.  z , g=  1 , & par  conféquent 

j de  plus  h— o & A— 1 ; ainfi 
hh-\~l  kk=$  -,  on  aura  t= — iz  & «—144 
de  forte  que p — xi-^-^u—  18  , q—t — 1 u 
= — 40  , ix , & yi=73w=4Z  j 
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il  en  réfultera  x=zp-^-q  = — i.riy=.p 

~7=58  » 1=^ — ■/= — 5 4 , & v—r+f 
= 30  -,  donc  — X2.3—{— 5 S3  — 54’  .=  30’,  ou 

58,=3o’-{-  543-|-2i3  ; 8c  comme  toutes 
les  racines  font  divisibles  par  2 , on  aura 
aufïï  29’— 1 ç3  — {—  2-71  — {—  1 1 3. 

III. )  Soit yî=3  , g—  1 , h~  1 8c  k~  1 j 

en  forte  que  ff- }-  }gg=- 1 2 , & — |—  3 Ajt 

= 4;  6c  qu’ainfi  t= — 24  & u— 32,  ces 
deux  valeurs  font  divifibles  par  8 ; & com- 
me il  ne  s’agit  ici  que  de  leurs  rapports  , 
nous  pouvons  faire  t— — 3 8c  «=4.  Nous 
obtenons  par-là  /?=  3 1 — {—  3 « — j—  3 , q=c 

■ — 3 H— — l 5 , r=zl — uz=. — 7 8c  /=2-f-  3 u 
—■ -}~9  j par  conféquent  x= — 12  8c ^=18  , 

— 16  8c  v=2  , d’où  provient  — 12’ 

-f-183 l 63— 23  , OU  I 8 5=I 63— |—  I 2.3— j— 2.’ y 

ou  bien  auffi  endivifant  par  le  cube  de  2, 
93  = 83-f-ô3-f  i3. 

IV. )  Suppofons  aufli  g=o  8c  —h,  au 
mdyen  de  quoi  nous  laiiYons/8c  h indéter- 
minées. Nous  aurons//-/ 3£g-:==// 8c  hh 

hh;  ainli /•=  1 zh1  & u=fy — /3» 
de  plus  p=ftz=  1 xflï  , q= — /’44-4//r3  , 
r=izk*  — hp -{- 4*A4  = 1 6/14  — hjl,  8c/ 

••  « 
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£=3hp  ; donc  enfin  x=p-\-q—i6fh’ — f \ 

y=P—<I—V/l'+f4  » { = r—f=i6h* 
—4 A/5,  & v=r-\-f=i6k*-\-xhf't  Si 
nous  faifons  maintenant  f=.h=.\  , nous 
avons  x—i^  ,y= 9,^=  ix,&vr=i8, 
ou  bien  en  divifant  tout  par  3 , *■— 5 , 

y—  3>f  = 4&  v—6-,  de  façon  que  3,4_4Î 
-f- 5 J = 63.  La  progrefîion  de  ces  trois  ra- 
cines 3,4,  5 , augmentant  de  l’unité  , eft 
digne  d’attention  ; c’eft  pourquoi  nous  re- 
chercherons s’il  y en  a encore  d’autres  de 
la  meme  efpece. 

249. 

Quejiion  quatrième.  On  demande  trois 
nombres  qui  forment  une  progreffion  arith- 
métique , dont  la  différence  foit  1 , & qui 
foient  tels  que  leurs  cubes  ajoutés  enfembie 
reproduifent  un  cube. 

Soit  x le  nombre  ou  le  terme  moyen , 
x — 1 fera  le  plus  petit  & x-\- 1 le  plus  grand  ; 
la  fomme  des  cubes  de  ces  trois  nombres 
eft  ^x'i-\-6x—  ^x{xx-\-^)  , & elle  doit 
être  un  cube.  Il  nous  faut  ici  d’avance  un 
cas  où  çette  propriété  ait  lieu,  & nous 
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trouvons  après  quelques  effais  que  ce  ca$ 
eft  x—4* 

Ainfi  nous  pouvons  d’après  les  réglés 
établies  plus  haut , faire  x—4+yj  en  forte 
quex;c=  i6--f-8y-}-yy  & x,  = 64-\~4Sy 
1 ijyy  -\~y  , & moyennant  quoi  notre 
formule  devient  z 1 6-}- 1 5 oy-\-^6yy- {-3/ 
où  le  premier  terme  ed  un  cube , mais  où 
le  dernier  ne  l’eft  pas. 

Suppofons  donc  la  racine  =6-\-Jÿ , ou 
la  formule  — z 16  + io$fy  + i%ffyy+f'y\ 
& faifons  évanouir  les  deux  féconds  termes  , 
en  écrivant  150=108/  ou  les 

autres  termes,  divifés  par  yy.,  donneront 

36+3 

i83.36+  i8,.3y=i81.2514  z^y,  ou  18* 
.36 — i8’.a5,=  25’y — iS’. 3y;  donc  y 

_ 1 81.  — iS\i53 i8\(  18.36 — 15’) 

/ zÿ — 3-185  ' zÿ  — 3.181  5 

c’eft-à-direy=^|^=^,  & par  con- 
féquent 

Comme  on  pourroit  trouver  embarraf- 
fant  de  pourfuivre  cette  réduèf  ion  en  cubes , 
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il  eft  bon  d’obferver  que  la  queftion  peut 
toujours  fe  réduire  ù des  quarrés.  En  effet, 
puifque  3*(*jr+2)doit  être  un  cube,  qu’on 
fuppofe  cette  formule  —x'y\  & 0n  aura 

3X xxy'> , & par  conféquent  xx 
6 36  „ 

— ÿTZT^—  6ÿZT^-  °r  Ie  numérateur 
de  cette  fra&ion  étant  déjà  un  quarré , nous 
n’avons  befoin  de  transformer  en  quarré 
que  le  dénominateur  6y’>  — 1 b’ , ce  qui  exige 
aufïi  qu’on  ait  trouvé  un  cas.  Confîdérons 
pour  cet  effet  que  1 8 eft  divifible  par  9 , 
mais  que  6 eft  feulement  divifible  par  3 , 
& qu’ainft  y pourra  fe  divifer  par  3 ; ft  nous 
faifons  doncjz=3^,  notre  dénominateur 
deviendra  18  , ce  qui  étant 

divifé  par  9 & devenant  i8/-T — x doit 
encore  être  un  quarré  ; or  c’eft  ce  qui  a lieu 
évidemment  dans  le  cas  de  7=1.  Ainfi  nous 
ferons  { = 1 -\~v  , & il  faudra  que  1 6-[-  j 4v 
4"  5 4VV~^~  1 8v3=  q ; que  la  racine  en  foit 
4 + 7 v , dont  le  quarré  eft  1 6 -j-  5 4v  -J~^ 
vv,  il  faudra  que  54+ i8v=p^|j  ou  i8v 
= — ou  XV  = — & par  conféquent 

v= — ce  qui  produit  i-j-v  — 

& après  cela  y~  II. 
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Reprenons  à préfent  le  dénominateur  6y 1 
— i8=i6i{5—  1 8=9  (i  S^3 — 2)  ; puifque 
la  racine  quarrée  du  fafteur  i8{5  — 2 eft  4 
_l_îZ  v — -L  celle  du  dénominateur  total 

' 4 lîS  n 

eft  ; mais  la  racine  du  numérateur  eft  6 } 

11S  * 

donc  -valeur  tout-à-fait  dif- 

1:8  7 

férente  de  celle  que  nous  avons  trouvée 
précédemment.  Il  s’enfuit  que  les  racines 
de  nos  trois  cubes  cherches  font  I.)  x 1 

=^,  IL)  *=g,UI.)  *+>=;§!  & 

fomme  des  cubes  de  ces  trois  nombres  fera 
un  cube  dont  la  racine  xy — 1C7  • ^ 107» 


25O. 

Nous  terminerons  ici  ce  traité  de  1 Ana- 
lyfe  indéterminée , ayant  eu  fuffifamment 
occafion  dans  les  queftions  que  nous  avons 
réfolucs , d’expliquer  les  principaux  arti- 
fices qu’on  a imaginés  jufqu’à  préfent  dans 
cette  partie  de  l’Analyfe. 

Fin  des  Élément  d' Algèbre, 
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A VE  RT1SS  E ME  NT. 

Les  Géomètres  du  fiecle  pafTé  fe 
font  beaucoup  occupés  dp  l’Analyfe 
indéterminée  quon  appelle  vulgai- 
rement Analyfe  de  Diophante  ; mais 
il  n’y  a proprement  que  Bachet  Ôc 
Fermai  qui  aient  ajouté  quelque 
chofe  à ce  que  Diophante  lui-même 
nous  a laide  fur  cette  matière. 

On  doit  fur-tout  au  premier  une 
Méthode  complété  pour  réfoudfe  en 
nombres  entiers  tous  les  problèmes 
indéterminés  du  premier  degré  \a  \ ; 
le  fécond  efl  l’Auteur  de  quelques 
Méthodes  pour  la  réfolution  des 

[a  ] Voyez  ph'S  bas  le  paragraphe  III.  Au  refle , je 
ne  parle  point  ici  de  fon  Commentaire  fur  Diophante  , 
parce  que  cet  Ouvrage , excellent  dans  fon  genre  , ne 
renferme,  à proprement  parkr,  aucune  découverte^ 

Aa  i 
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équations  indéterminées  qui  paffent 
le  fécond  degré  [^]  ; de  la  Méthode 
finguliere  , par  laquelle  on  démontre 
qu’il  eft  impofiible  que  la  fournie  ou 
la  différence  de  deux  quarrés- 
quarrés  , puiffe  jamais  être  un 
quarré  [c]  ; de  la  folution  d'un 
grand  nombre  de  problèmes  très- 
difficiles  & de  pludeurs  beaux  théo- 
rèmes fur  les  nombres  entiers , qu’il 
a laiffés  fans  démonftration  , mais 
dont  la  plupart  ont  été  enfuite  dé- 
montrés par  Euler  dans  les  Com- 

• 

[ A J Ce  font  celles  qui  font  cxpofjes  dans  les  cha- 
pitres 8,9  Si  10  du  Traité  précédent.  BUG  les  a 
recueillies  dans  diffirens  écrits  de  Fermât  , Si  les  a 
publiées  à la  tète  de  la  nouvelle  édition  de  Diophante  % 
donnée  par  Fermât  le  fils. 

[c]  Cate  méthode  eft  détaillée  dans  le  chapit.  13  du 
Traité  précédent  ; on  en  trouve  les  principes  dans  la 
Rcm.uq're  de  Fermât,  qui  eft  après  la  Qi.cftion  XX vi 
du  Livre  vi  de  Diophante. 


AVERTISSEMENT.  37) 
mentaires  de  Pctersbourg 

Cette  branche  de  l’Analyfe  a été 
prefque  abandonnée  dans  ce  fiecle  ; 
& fi  on  en  excepte  Euler , je  ne 
connois  perfonne  qui  s’y  Toit  appli- 
qué ; mais  les  belles  6c  nombreufes 
découvertes  que  ce  grand  Géomètre 
y a faites , nous  ont  bien  dédommagé 
de  l’efpece  d’indifférence  que  les  au- 
tres Géomètres  paroiffent  avoir  eue 
jufqu’ici  pour  ces  fortes  de  recher- 
ches. Les  Commentaires  de  Pétcrs- 
bourg  font  pleins  des  travaux 


[>-/]  Les  problèmes  & les  théorèmes  dont  nous  parions  , 
(ont  répandus  dans  les  Remarques  de  Fermât  fur  les 
Q ieflions  de  Diophante , & dans  fes  Lettres  imprimées 
clans  les  Opéra  Matkcmatica  , &e.  & dans  le  fécond 
.volume  des  Œuvres  de  Wallis. 

On  trouvera  ati/Ti  dans  les  Mémoires  de  l’ Académie 
de  Berlin,  pour  les  années  177c  & fuiv.  les  démonflra— 
lions  de  quelques  théorèmes  de  cet  Auteur , qui  n\i  voient 
pas  encore  été  démontrés. 


A a 3 
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cT Euler  dans  ce  genre  , tk  l’Ouvrage 
cu’il  vient  de  donner  eft  un  nouveau 

X 

fervice  qu’il  rend  aux  Amateurs  de 
l’Analyfe  de  Diophante.  On  n’en 
avoit*  aucun  où  cette  fcience  fût 
traitée  d’une  maniéré  méthodique , 
qui  renfermât  & expliquât  clai* 
rement  les  principales  réglés  connues 
jufqu’ici  pour  la  folution  des  pro- 
blèmes indéterminés.  Le  Traité  pré- 
cédent réunit  ce  double  avantage  ; 
mais  pour  le  rendre  encore  plus 
complet  , j’ai  cru  devoir  y faire 
plufieurs  additions  dont  je  vais  ren- 
dre compte  en  peu  de  mots. 

La  théorie  des  fra&ions  continues 
efl  une  des  plus  utiles  de  l’Arithmé- 
tique , où  elle  fert  à réfoudre  avec 
facilité  des  problèmes  qui  , fans  fon 
fecours , feroientprèfqu’inîraitables; 


/ 

J 
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mais  elle  eft  d’un  plus  grand  ufage 
encore  dans  la  folution  des  problèmes 
indéterminés , lorfqu’on  ne  demande 
que  des  nombres  entiers.  Cette  raifon 
m’a  engagé  à expofer  cette  théorie 
avec  toute  l’ctendue  nécefiaire  pour 
la  faire  bien  entendre  ; comme  elle 
manque  dans  les  principaux  Ouvra- 
ges d’ Arithmétique  & d’ Algèbre  , 
elle  doit  être  peu  connue  des  Géo- 
mètres ; je  ferai  fatisfait,  fi  je  puis 
contribuer  à la  leur  rendre  un  peu 
plus  familière.  Je  donne  enfuite  des 
applications  nouvelles  de  cette 
théorie  à l’Analyfe  indéterminée.  Je 
détermine  les  • minima  qui  peuvent 
avoir  lieu  dans  les  formules  indé- 


terminées à deux  inconnues  , fur-- 
tout  dans  celle  du  fécond  ordre , et  ' 
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ci , des  proportions  remarquables 
qui  n’étoient  pas  connues ou  qui 
n’avoientpas  encore  été  démontrées 
d’une  maniéré  générale  & dire&e. 
On  remarquera  principalement  dans 
l’article  3 3 une  Méthode  particu- 
lière pour  réduire  en  fraeHons  con- 
tinues les  racines  réelles  des  équa- 
tions du  fécond  degré',  6c  dans  les 
articles  fuivans  une  démonnxation 
rigoureufe  que  ces  fractions  doivent 
toujours  être  néceflairement  pério- 
diques [e]. 

Les  autres  Additions  concernent 
la  réfolution  des  équations  indéter- 
minées. Bachct  avoit  donné , en 
[1624,  la  réfolution  complète  des 


{e]  Dans  cette  nouvelle  édition  on  a fait  quelques 
«hangemens  à l’Anaîyfe  du  problème  premier  du  para- 
graphe fécond , pou;  la  rendre  plus  direûe  & plus  facile 
à Cuivre. 
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«équations  indéterminées  du  premier 
degré.  Celle  des  équations  du  fécond 
degré  n’a  paru  qu’en  1769  dans  les 
Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin. 
O11  la  redonne  ici  Amplifiée  & gé- 
néralifée  de  maniéré  à ne  rien  biffer 
à délirer.  A l’égard  des  équations 
indéterminées  des  degrés  fupérieurs 
au  fécond , on  n’a  encore  que  des 
méthodes  particulières  pour  les  ré- 
foudre dans  quelques  cas  ; & il  efl 
à préfumer  que  pour  ces  fortes 
d’équations  , la  réfolution  générale 
devient  impoffible  paffé  le  fécond 
degré , comme  elle  paroît  l’être 
pafle  le  quatrième  pour  les  équa- 
tions déterminées. 

Enfin  le  dernier  paragraphe  ren- 
ferme des  recherches  fur  les  fonctions 
qui  ont  la  propriété , que  le  produit 
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de  deux  ou  de  plufieurs  fondions 
femblables  , eft  aulîi  une  fon£Hon 
femblablc  ; j’y  donne  une  méthode 
générale  pour  trouver  ces  fortes  de 
fondions , & j’en  fais  voir  l’ufage 
pour  la  rcfclution  de  différcns  pro- 
blèmes indéterminés , fur  lefquels 
les  méthodes  connues  n’auroient 
aucune  prife. 

Tels  font  les  principaux  objets  de 
ces  Additions , auxquelles  j’aurois 
pu  donner  beaucoup  plus  d’étendue , 
h je  n'avois  craint  de  palier  de  judes 
bornes  ; je  fouhaite  que  les  matières 
que  j’y  ai  traitées  puilfent  mériter 
l’attention  des  Géomètres , & réveil- 
ler leur  goût  pour  une  partie  de  . 
l’Analyfe  , qui  me  paroît  très-digne 
d’exercer  leur  farneité. 

u 
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ADDITIONS 

a l’analyse  INDÉTERMINÉE. 

PARAGRAPHE  PREMIER 

SUR 

LES  FRACTIONS  CONTINUES 

COXSICLIiÈES  PAR  RAPPORT  A l‘ ARITHMETIQUE. 

* *% 

i. Comme  la  théorie  des  Fractions  con- 
tinues manque  dans  les  livres  ordinaires 
d’Arithmérique  &c  d’Algebre  , & que  par 
cette  raifon  elle  doit  être  peu  connue  des 
Géomètres  , nous  croyons  devoir  com- 
mencer ces  Additions  par  une  expofition 
abrégée  de  cette  théorie,  dont  nous  aurons 
fouvent  lieu  de  faire  l’application  dans  la 
fuite. 

On  appelle  en  général  fraction  continue 
toute  exprefîion  de  ccttc  forme  , 
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-i+V 

'"d  -f- , &c. 

où  les  quantités  * , fi , y , <f , &<:.  & é , c , </, 
é’e.  font  des  nombres  entiers  pofitifs  ou  né- 
gatifs ; mais  nous  ne  confidérerons  ici  que 
les  fractions  continues,  oùles  numérateurs 
b , c , d , &c.  font  égaux  à l’unité  , c’eit- 
à-dire  celles  qui  font  de  la  forme 

* + î+,  &c. 

«,  y,  &c.  étant  d’ailleurs  des  nombres 
quelconques  entiers  pofitifs  ou  négatifs  ; car 
celles-ci  font,  à proprement  parler,  les 
feules  qui  foient  d’un  grand  ufage  dans 
l’Analyfè , les  autres  n’etant  prefque  que 
de  pure  curiofité. 

x.  Milord  Brounckcr  effc  , je  crois  ,•  le 
premier  qui  ait  imaginé  les  fra&ions  con- 
tinues ; on  connoît  celle  qu’il  a trouvée 
pour  exprimer  le  rapport  du  quarré  cir- 
confcrit  à l’aire  du  cercle , & qui  efl 

• ,*Ç 

& 1 "t . r 

i + , &C. 
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Mais  on  ignore  le  chemin  qui  l’y  a conduit. 
On  trouve  lèulementdans  l’ Arithmetica  in- 
finuorum  quelques  recherches  fur  ce  fujet, 
dans  lefquelles  Wallis  démontre  d’une  ma- 
niéré affez  indirecte  , quoique  fort  ingé- 
nieufe , l’identité  de  l’exprefïïon  de  Brounc- 
ker  avec  la  fienne  , qui  efl , comme  l’on 
fait , ; il  y donne  anfîi  la  méthode 

de  réduire  en  général  toutes  fortes  de  frac- 
tions continues  k des  fraélions  ordinaires. 
Au  relie , il  ne  paroît  pas  que  l’un  ou  l’autre 
de  ces  deux  grands  Géotnetres  ait  connu 
les  principales  propriétés  & les  avantages 
finguliers  des  fraélions  continues  $ nous 
verrons  ci-après  que  la  découverte  en  elt 
principalement  due  à Huyghens. 

3.  Les  fraélions  continues  fe  préfentent 
naturellement  toutes  les  fois  qu’il  s’agit 
d’exprimer  en  nombres  des  quantités  frac- 
tionnaires ou  irrationnelles.  En  effet  , fup- 
pofons  qu’on  ait  à évaluer  une  quantité  quel- 
conque donnée  a , qui  ne  foit  pas  expri- 
mable par  un  nombre  entier  , la  voie  la 
plus  fimple  efl  de  commencer  par  chercher 
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le  nombre  entier  qui  fera  le  plus  proche  de 
la  valeur  de  »,  & qui  n’en  différera  ^ue 
par  une  fra&ion  moindre  que  l’unité.  Soit 
ce  nombre  * , & l’on  aura  a — * égal  à une 
fraftion  plus  petite  que  l’unité  ; de  forte 
que  — fera  au  contraire  un  nombre  plus 
grand  que  l’unité  j foit  donc & 
comme  b doit-  être  un  nombre  plus  grand 
que  l’unité  , on  pourra  chercher  de  même 
le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus 
de  la  valeur  de  b & ce  nombre  étant 
nommé  fi , on  aura  de  nouveau  b — fi  égal 
à une  fraftion  plus  petite  que  l’unité  , & 
par  conféquent  ~ fera  égal  à une  quantité 
plus  grande  que  l’unité  , qu’on  pourra  dé- 
figner  par  c ainfi  , pour  évaluer  c , il  n’y 
Uura  qu’à  chercher  pareillement  le  nombre 
entier  le  plus  proche  de  c , lequel  étant 
clé  il  g né  par  * , on  aura  c— égal  à une 
quantité  plus  petite  que  l’unité,  & par  con- 
féquent  ~ fera  égal  à une  quantité  d plus 
grande  que  l’unité  & ainh  de  fuite.  Par 
ce  moyen  il  eff  clair  qu'on  doit  epuifer 


peu  à peu  la  valeur  de  a , & cela  de  la 
maniéré  la  plus  {impie  & la  plus  prompte 
qu’il  eft  polîible , puifqu’on  n’emploie  que 
des  nombres  entiers  dont  chacun  approche, 
autant  qu’il  eft  pofiible , de  la  valeur  cher- 
chée. 

Maintenant,  puifquea-^=:£  , on  aura  a 
— a =1,  & de  meme  à caufe 

de^=c , on  aura  b — &-\-x-  j & à caufe 
de  ~ = d , orl  aura  pareillement  c = y + j , 
& ainfi  de  fuite  ; de  forte  qu’en  fubüituant 
ftfcceffivement  ces  valeurs  , on  aura 


& en  général 


a = *-ï~ ’ , i 

.«  + - . i 

7 + ï+,&c. 


Il  eft  bon  de  remarquer  ici  que  les  nom- 
bres et,  ii,y  &c.  qui  repréfentent,  comme 
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nous  venons  de  le  voir , les  valeurs  entières 
approchées  des  quantités  a , b , c , &c.  peu- 
vent être  pris  chacun  de  deux  maniérés 
différentes,  puifqu’on  peut  prendre  égale- 
ment pour  la  valeur  entière  approchée  d’une 
quantité  donnée,  l’un  ou  l’autre  des  deux 
nombres  entiers  entre  lefquels  fe  trouve 
cette  quantité  ; il  y a cependant  une  dif- 
férence effentielle  entre  ces  deux  maniérés 
de  prendre  les  valeurs  approchées  par  rap- 
port à la  fra&ion  continue  qui  en  réfulte  ; 
car  fi  on  prend  toujours  les  valeurs  appro- 
chées plus  petites, que  les  véritables,  les 
dénominateurs  Æ,  y , <T,  &c.  feront  tous  po- 
fitifs  j au  lieu  qu’ils  feront  tous  négatifs  , 
fi  on  prend  les  valeurs  approchées  toutes 
plus  grandes  que  les  véritables , & ils  feront 
en  partie  pofitifs  & en  partie  négatifs , fi 
les  valeurs  approchées  font  prifes  tantôt  trop 
petites  & tantôt  trop  grandes. 

En  effet,  fi  * eft  plus  petit  que  a,  a — * 
fera  une  quantité  pofitive  ; donc  b fera  po- 
fitif,  & /3  le  fera  aufli  ; au  contraire  a 
— “fera  négatif,  fi  « eff  plus  grand  que  a ; 

donc 
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donc  b fera  négatif  & p,  le  fera  auffi.  De 
même  fi  0 eft  plus  petit  que  b , b — /3  fera 
toujours  une  quantité  pofitive;  donc  c le 
fera  auffi , & par  conféquent  auffi  y\  mais  fi 
jB  eft  plus  grand  que  b , b-~- p,  fera  une  quantité 
négative  $ de  forte  que  c , & par  conféquent 
auffi  y , feront  négatifs , & ainfi  de  fuite. 

Au  refte  lorfqu’il  s’agit  de  quantités  né- 
gatives , j’entends  par  quantités  plus  petites 
celles  qui  , prifes  pofitivement , feroient 
plus  grandes  ; nous  aurons  cependant  quel- 
quefois dans  la  fuite  occafion  de  comparer 
entr’elles  des  quantités  purement  par  rap- 
port à leur  grandeur  abfolue  $ mais  nous 
aurons  foin  d’avertir  alors  qu’il  faudra  faire 
abftra&ion  des  lignes. 

Je  dois  remarquer  encore  que  fi  parmi 
les  quantités  b,c,J,  &c.  il  s’en  trouve  une 
qui  foit  égale  à un  nombre  entier , alors 
la  fraftion  continue  fera  terminée  , parce 
qu’on  pourra  y conferver  cette  quantité 
même  $ par  exemple  fi  c eft  un  nombre 
entier , la  fraêlion  continue  qui  donne  U 
valeur  de  a , fera 

Tome  IJ.  ‘ B b 
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c . 


En  effet , il  eft  clair  qu’il  faudroit  prendre 
'j  =c,  ce  qui  donneroit</=~=^  = oo  , 
& par  conféquent  ,r=:  oo  -,  de  forte  que  l’on 


auroit 


<*=«+-  . i 

0+-  . l 

>+~» 

CO 

les  termes  fui  vans  évanouiffant  vis-à-vis  de 
la  quantité  infinie  oc  j or^-  = c>i  donc  on 
aura  fimplement 

“=*+i+i 

Cm 

Ce  cas  arrivera  toutes  les  fois  que  la 
quantité  a fera  commenfurable , c’eft-à- 
dire  qu’elle  fera  exprimée  par  une  fraftion 
rationnelle  ; mais  lorfque  a fera  une  quan- 
tité irrationnelle  ou  tranfcendante  y alors 
la  fraélion  continue  ira  néceffairement  à 
l’infini. 

4.  Suppofons  que  la  quantité  a foit  une 
fra&ion  ordinaire  A & B étant  des  nom- 
bres entiers  donnés , il  efl  d’abord  évident 
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que  le  nomü>re  entier  * qui  approchera  le 
plus  de  ^ , fera  le  quotient  de  la  divifion 
de  A par  B ; ainfi  fuppofant  la  divifion 
faite  à la  maniéré  ordinaire , & nommant 
à le  quotient  & C le  refie,  on  aura^ — * 
r=f;  donc  pour  avoir  de  même 

la  valeur  entière  approchée  $ de  la  frac- 
tion il  n’y  aura  qu’à  divifer  B par 
& prendre  pour  0 le  quotient  de  cette  di- 
vifion ; alors  nommant  D le  refie , on  aura 
b — & par  confêquent  ; on 
continuera  donc  à divifer  C par  D , & le 
quotient  fera  la  valeur  du  nombre  y , & 
ainfi  de  fuite  ; d’oii  réfulte  cette  réglé  fort 
fimple  pour  réduire  les  fraéfions  ordinaires 
en  fraêHons  continues. 

Divife-  d'abord  le  numérateur  de  la  frac- 
tion propofée par  fon  dénominateur , & nom- 
me^ le  quotient  *■  ; divife^  enfuite  le  dénomi- 
nateur par  le  refit , & nomme ^ le  quotient  $ ; 
divife r après  cela  le  premier  refle  par  le  fé- 
cond refe , & foit  le  quotient  y continue. r 
ainf  endivifant  toujours  i avant-dernier  refe 

B b i 
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par  le  dernier , jufqu à ce  quon  parvienne 
à une  divifon  qui  fe  fajfe  fans  refle  , ce  qui 
doit  nèccffairement  arriver , puifque  les  refles 
font  tous  des  nombres  entiers  qui  vont  en 
diminuant  ; vous  aure £ la  fraction  continue 

‘+}+i  « 

7+s+,&,. 


qui  fera  égale  à la  jraclion  donnée. 

5 . Soit  propofé  de  réduire  en  fraélion 
continue  la  fraélion  -g-gy  j on  divifera  donc 
1103  par  887,  on  aura  le  quotient  1 & 
le  relie  216;  on  divifera  887  par  116,  on 
aura  le  quotient  4 & le  relie  13  j on  di- 
vifera zi 6 par  13  , ce  qui  donnera  le  quo-  ' 
tient  9 & le  relie  9 -,  on  divifera  encore  23 
par  9 , on  aura  le  quotient  2 & le  relie  5 ; on 
divifera  9 par  5 , on  aura  le  quotient  1 & le 
relie  4 ; on  divifera  5 par  4 , on  aura  le  quo- 
tient 1 & le  rtlle.i  j enfin , divifant  4 par  1 , 
on  aura  le  quotient  4 & le  relie  nul , de  forte 
que  l’opération  fera  terminée.  Raflemblant 
donc  par  ordre  tous  les  quotiens  trouvés , on 
aura  cette  férié  1,4, 9,2,  1,1,  4,  d’où 
l’on  formera  la  fraction  continue. 
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6.  Comme  dans  la  maniéré  ordinaire  de 
faire  les  divifions , on  prend  toujours  pour 
quotient  le  nombre  entier  qui  eft  égal  ou 
moindre  que  la  fraéiion  propofée , il  s’enfuit 
que  par  la  méthode  précédente  on  n’aura 
que  des  fraéHons  continues,  dont  tous  les 
dénominateurs  feront  des  nombres  pofitifs. 

Or  on  peut  aufli  prendre  pour  quotient 
le  nombre  entier,  qui  eft  immédiatement 
plus  grand  que  la  valeur  de  la  fra&ion, 
Jorlque  cette  fraftion  n’eft  pas  réduélible 
à un  nombre  entier , & pour  cela  il  n'y  a 
qu’à  augmenter  d’une  unité  la  valeur  du 
quotient  trouvé  à la  maniéré  ordinaire  9 
alors  le  refte  fera  négatif,  & le  quotient 
fuivant  fera  néceflairement  négatif.  Ainlî 
on  pourra  à volonté  rendre  les  termes  de 
la  fraétion  .continue  pofitifs  ou  négatifs. 

Dans  l’exemple  précédent,  au  lieu  de 
prendre  1 pour  le  quotient  de  nojdivifé 

Bb  3 
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par  887 , je  puis  prendre  2 ; mais  j’aurai  le 
relie  négatif — 671  , par  lequel  il  faudra 
maintenant  divifer  887;  on  divifera  donc 
Si 87  par  — 671  , 3c  l’on  aura  ou  le  quo- 
tient — 1 & le  relie  216,  ou  le  quotient 
■ — 2 & le  relie — 455.  Prenons  le  quotient 
plus  grand  — 1 , & alors  ij  faudra  divilèr 
le  relie  — 671  par  le  relie  216,  d’où  l’on 
aura  ou  le  quotient  — 3 & le  relie  — 23  , 
ou  le  quotient  — 4 & le  relie  193.  Je  conti- 
nue la  divilion  en  adoptant  le  quotient  plus 
grand  — 3;  j’aurai  à divifer  le  relie  216 
par  le  relie — 23  , ce  qui  me  donnera  ou 
le  quotient  — 9 & le  relie  9,  ou  le  quo- 
tient — 10  3c  le  relie  — 1 4 , 8c  ainli  de 
fuite. 

De  cette  maniéré  on  aura 


1 103  _ , 
887 


3 +—  9 + > &c- 


où  l’on  voit  que  tous  les  dénominateurs 
font  négatifs. 

7.  On  peut  au  relie  rendre  polîtif  chaque 
dénominateur  négatif,  en  changeant  le 
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ligne  du  numérateur  ; mais  il  faut  alors 

changer  aufli  le  ligne  du  numérateur  fui- 

vant  * car  il  eft  clair  qu’on  a 

. 1 1 

/*+  —4-I  =/*— r_  I 

^ vr  + > w + f 6-f . 


Enfuite  on  pourra , fi  l’on  veut , faire 
difparoître  tous  les  figues  — de  la  fraéliort 
continue , & la  réduire  à une  autre  , oit 
tous  les  termes  foient  pofitifs  } car  on  a en 
général 

=l‘-,+\+  ' 


’ — 1 , &c. 


comme  on  peut  s’en  convaincre  aifément  r 
enréduifant  ces  deux  quantités  enfra&ions, 
ordinaires. 

On  pourroit  aufix  par  un  moyen  Sem- 
blable introduire  des  termes  négatifs  à la 
place  des  pofitifs  , car  on  a 


&c . 


1 

V I -f  , &c. 


D’où  l’on  voit  que  par  ces  fortes  de  trans- 
formations on  peut  quelquefois  fimplifier 
une  fraélion  continue  , & la  réduire  à un 
moindre  nombre  de  termes  } ce  qui  aura 
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lieu  toutes  les  fois  qu’il  y aura  des  déno- 
minateurs égaux  à l’unité  pofitive  ou  né- 
' gative. 

En  général  il  eft  clair  que  pour  avoir  la 
fraftion  continue  la  plus  convergente  qu’il 
eft  poftible  vers  la  valeur  de  la  quantité 
donnée , il  faut  toujours  prendre  pour  « ,» 
P , y , 6*c.  les  nombres  entiers  qui  appro- 
chent le  plus  des  quantités  a ,b  , c , &c.  foit 
qu’ils  foient  plus  petits  ou  plus  grands  que 
*ces  quantités  ; or  il  eft  facile  de  voir  que 
fi , par  exemple  , on  ne  prend  pas  pour  <* 
le  nombre  entier  qui  approche  le  plus , foit 
en  excès  ou  en  défaut  de  a , le  nombre 
fuivant  P fera  nécessairement  égal  à l’unité  ; 
en  effet  la  différence  entre  a & * fera  alors 
plus  grande  que  T-  , par  conféquent  on  aura 
è==  -L-,  plus  petit  que  i j donc  P ne  pourra 
être  qu’égal  à l’unité. 

Ainfi  toutes  les  fois  que  dans  une  frac- 
tion continue  on  trouvera  des  dénomina- 
teurs égaux  à l’unité  , ce  fera  une  marque 
que  l’on  n’a  pas  pris  les  dénominateurs  pré- 
cédera auffi  approchans  qu’il  eft  poftible , 
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& que  par  conféquent  la  fra&ion  peut  le 
Amplifier  en  augmentant  ou  en  diminuant 
ces  dénominateurs  d’une  unité  , ce  qu’on 
pourra  exécuter  par  les  formules  précé- 
dentes , fans  être  obligé  de  refaire  en  entier 
le  calcul. 

8.  La  méthode  de  l’art.  4 peut  fervir  aulïi 
à réduire  en  fraétion  continue  toute  quan- 
tité irrationnelle  ou  tranfcendante  , pourvu 
qu’elle  foit  auparavant  exprimée  en  déci- 
males ; mais  comme  la  valeur  en  décimales 
ne  peut  être  qu’approchée , & qu’en  aug- 
mentant d’une  unité  le  dernier  caraétere , 
on  a deux  limites  entre  lefquelles  doit  fe 
trouver  la  vraie  valeur  de  la  quantité  pro- 
pofée  , il  faudra , pour  ne  pas  fortir  de  ces 
limites  , faire  à la  fois  le  même  calcul  fur 
les  deux  fraftions  dont  il  s’agit , & n’ad- 
mettre enfuite  dans  la  fraftion  continue  que 
les  quotiens  qui  réfulteront  également  des 
deux  opérations. 

Soit , par  exemple  , propofé  d’exprimer 
par  une  fraftion  continue  le  rapport  de  la 
circonférence  du  cercle  au  diamètre. 
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Ce  rapport  exprimé  en  décimales  eft  , 
par  le  calcul  de  Viete , 3,1 4159165  3 5....  -r 
de  forte  qu’on  aura  la  fraftion  à 

réduire  en  fraftion  continue  par  la  méthode 
ci  - deffus  j or  fi  on  ne  prend  que  la  frac- 
tion  3^~ , on  trouve  les  quotiens  3,7,15, 

1 , &c.  & fi  on  prenoit  la  fraélion  plus  * 
grande  , on  trouveroit  les  quotiens  3 , 
7,16,  &c.  de  forte  que  le  troifieme  quo- 
tient demeureroit  incertain  ; d’oîi  l’on  voit 
que  pour  pouvoir  pouffer  feulement  la 
fraftion  continue  au-delà  de  trois  termes  , 
il  faudra  néceffairement  adopter  une  va- 
leur de  la  périphérie  qui  ait  plus  de  fix  ca- 
rafteres. 

Si  on  prend  la  valeur  donnée  par 
Ludolph  en  trente^cinq  caraéleres , &r  qui 

eft  3 > 1 41 5 9 » » 89793  ,.23846, 

16433,  8 3279  , 50188  y & qu’on  opéré 
en  même  temps  far  cette  fraélion  & fur  la 
même  , en  y augmentant  le  dernier  carac- 
tère 8 d’une  unité  , on  trouvera  cette  fuite 
de  quotiens,  3 , 7 , 15  , 1 , 292 , 1,1, 

^ > 3 > * > i,i,2, 2, 2,2, 
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ï,  84,  2 , 1,  1,  ij,  3»  1 3 » 1 » 4»  1 » 

6 , 6 , 1 i de  forte  que  l’on  aura 
Pcriph.  _ 1 

diamctr.  ^ 7 4 — - i 

M + " , 1 

1 H , I 

l9*  + 7 . i 

, î+.-ée. 

Comme  il  y a ici  des  dénominateurs 
égaux  à l'unité , on  pourra  Amplifier  la 
fraéfion  , en  y introduifant  des  termes  né- 
gatifs , par  les  formules  de  l’art.  7 , & l’on 
trouvera 

Pcriph.  _ i t 

diamctr.  * 7-t — - I 

1 6 ■ 


294— 1_  , 

3 ~ 


ou  bien 

Pcriph. I ^ 

diamctr.  — ^ ‘ 7+*v  . 

16  + 


3+,^. 


— 3 +»  &c. 


9.  Nous  avons  montré  ailleurs  comment 
on  peut  appliquer  la  théorie  des  fraftions 
continues  à la  réfolution  numérique  des 
équations , pour  laquelle  on  n’avoit  encore 
que  des  méthodes  imparfaites  & infuffi- 
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fantes.  ( V oyez  les  Mémoires  de  V Académie 
de  Berlin  pour  les  années  ij6y  & ij62.  ) 
Toute  la  difficulté  confifte  à pouvoir  trou- 
ver dans  une  équation  quelconque  la  valeur 
entière  la  plus  approchée , foit  en  excès 

ou  en  défaut  de  la  racine  cherchée,  & c’eft 

v 

fur  quoi  nous  avons  donné  les  premiers  des 
réglés fûres  & générales,  par  lefquelles  çn 
peut  non -feulement  reconnoître  combien 
de  racines  réelles  pofitives  ou  négatives  , 
égales  ou  inégales , contient  la  propofée , 
mais  encore  trouver  facilement  les  limites 
de  chacune  de  ces  racines  , & même  les 
limites  des  quantités  réelles  qui  compofent 
les  racines  imaginaires.  Suppofant  donc  que 
x foit  r inconnue  de  l’équation  propofée  , 
on  cherchera  d’abord  le  nombre  entier  qui 
approchera  le  plus  de  la  racine  cherchée, 
& nommant  ce  nombre  « , il  n’y  aura  qu’à 
faire , comme  on  l’a  vu  dans  l’art.  3 , r — « 
; (je  nomme  ici  x , y , p , &c.  ce  que 
j’ai  dénoté  dans  l’art,  cité  dans  a , b , c , &c.  ) 
& fubftituant  cette  valeur  à la  place  de  at  , 
on  aura  , après  avoir  fait  évanouir  les  frac- 
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lions,  une  équation  du  même  degré  en  y', 
qui  devra  avoir  au  moins  une  racine  pofi- 
tive  ou  négative  plus  grande  que  l’unité. 
On  cherchera  donc  de  nouveau  la  valeur 
entière  approchée  de  cette  racine  , & nom- 
mant cette  valeur  j8,  on  fera  enfuitey=£ 
-j— ce  qui  donnera  de  même  une  équa- 
tion en  f , qui  aura  aufli  néceflairement  une 
racine  plus  grande  que  l’unité,  & dont  on 
cherchera  pareillement  la  valeur  entière 
approchée  yy  & ainfi  de  fuite.  De  cette 
maniéré  la  racine  cherchée  fe  trouvera  ex- 
primée par  la  fra&ion  continue 


‘+i+- , . 

qui  fera  terminée  fi  la  racine  eff  commen- 
furable , mais  qui  ira  néceflairement  à l’in- 
fini , fi  elle  efl  incommenfurâble. 

On  trouvera  dans  les  Mémoires  cités  fous 
les  principes  & les  détails  néceflûires  pour 
fè  mettre  au  fait  de  cette  méthode  & de 
fes  ufages , & même  diflerens  moyens  pour 
abréger  fouvent  les  opérations  quelle  de- 
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mande  ; nous  croyons  n’y  avoir  prefque 
rien  laifie  à défirer  fur  ce  fujet  fi  important. 

Au  refie , pour  ce  qui  regarde  les  racines 
des  équations  du  fécond  degré , nous  don- 
nerons plus  bas , (art.  33  & fuiv.)  une  mé- 
thode particulière  & très-fimple  pour  les 
convertir  en  fra&ions  continues. 

10.  Après  avoir  expliqué  la  génération 
des  fraétions  continues,  nous  allons  en  mon- 
trer les  ufages  & les  principales  propriétés. 

Il  eft  d’abord  évident  que  plus  on  prend 
de  termes  dans  une  fra&ion  continue , plus 
on  doit  approcher  de  la  vraie  valeur  de 
la  quantité  qu’on  a exprimée  par  cette  frac- 
tion ; de  forte  que  fi  on  s’arrête  fuccefiî- 
vement  à chaque  terme  de  la  fraftion , on 
aura  une  fuite  de  quantités  qui  feront  né- 
ceffaircment  convergentes  vers  la  quantité 
propofée. 

Àinfi  ayant  réduit  la  valeur  de  a à la 
fraftion  continue 
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on  aura  les  quantités 


?,&c. 


ou  bien , en  réduifant , 


* &c. 

* p * fty  + 1 * 

qui  approcheront  de  plus  en  plus  de  la 
valeur  de  a. 

Pour  pouvoir  mieux  juger  de  la  loi  & 
de  la  convergence  de  ces  quantités , nous 
remarquerons  que  par  les  formules  de 
l’article  'X  on  a 

*=/8-K>  c=yJri>  &c- 


d’où  l’on  voit  d’abord  que  * eft  la  première 
valeur  approchée  de  a ; qu’enfuite  fi  on 
prend  la  valeur  exaéle  de  a , qui  eft  — ^ 9 
& qu’on  y fubftitue  pour  b fa  valeur  ap- 
prochée £ , on  aura  cette  valeur  plus  ap- 
prochée—^; qu’on  aura  de  même  une 
troifieme  valeur  plus  approchée  de  a , en 
mettant  d’abord  pour  b fa  valeur  exafte 
ce  qui  donne  & prenant 

eni'uite  pour  c la  valeur  approchée  y ; par 
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ce  fnoyen  la  nouvelle  valeur  approchée 
de  a fera 


£y+  1 

continuant  le  même  raifonnement  , on 
pourra  approcher  davantage,  en  mettant, 
dans  I’expreffion  de  a trouvée  ci-deffus, 
à la  place  de  c fa  valeur  exa&e  ce  qui 
donnera 

+ i)y  + a.)  i + a-12+i  • 

a — (J  > + 

& prenant  enfuite  pour  d fa  valeur  appro- 
chée <r  $ de  forte  qu’on  aura  pour  la  qua- 
trième approximation  la  quantité  . 

{fiy  + l )t  + /i 


& ainfi  de  fuite. 

De  là  il  eft  facile  de  voir  que  fi  par  le 
moyen  des  nombres  &c.  on  forme 

les  expreflions  fuivantes  : 


A =* 

B=^A-\-  i 
C ZZZyB  ~\~A 
D— ^ C -|-5 
E=tD\-C 
&c. 


A'  =.  i 

B'  — i 3 

C'  — yB'  + A' 
D'  = *C  -f -B1 
E'  = *D'  -j-  C 

&c. 


on 
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on  aura  cette  fuite  de  fraétions  conver- 
gentes vers  la  quantité  a , 

A_  B C D E F 
A'' B''  C’  Dli  F'  “Cm 
Si  la  quantité  a eft  rationnelle  , & re- 


préfentée  par  une  fraéiion  quelconque 


V 

VI  * 


il  eft  évident  que  cette,  fraftion  fera  tou- 
jours la  derniere  dans  la  férié  précédente  ; 
puifque  dans  ce  cas  la  fraftion  continue 
fera  terminée  , & que  la  derniere  fra&ion 
de  la  lérie  ci-defius  doit  toujours  équiva- 
loir à toute  la  fraftion  continue. 

Mais  lî  la  quantité  a eft  irrationnelle  ou 
tranfcendante  , alors  la  fra&ion  continue 
allant  néceflairement  à l’infini  , on  pourra 
aufîi  pouffer  à l’infini  la  férié  des  fra&ions 
convergentes. 

1 » . Examinons  maintenant  la  nature  de 
ces  fraélions  -,  (k  d’abord  il  efl:  vifible  que 
les  nombres  -i  , 1>  , C , &c.  doivent  aller 
en  augmentant , aufîi  bien  que  les  nombres 
A'  , B' , L 1 , 6c.  car  i°.  fi  les  nombres 
* j £ > y > &c.  font  tous  pofirifs , les  nombres  ■ 
lomc  //,  C C 
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A , B , C , &c.  A' , B' , C',  &c.  feront  aufiï 
tous  pofitifs  , & l’on  aura  évidemment  B 

> A , C > B , Z?  > C,  &c.  & B'  — ou 

> A',C>  B',D'>  O ,&c. 

i°.  Si  les  nombres  * , £ , > , &c.  font  tous 
ou  en  partie  négatifs  , alors  parmi  les  nom- 
bres A , B , C , &c.  & A'  y B' , O , il  y 
en  aura  de  pofitifs  & de  négatifs  ; mais 
dans  ce  cas  on  confidérera  que  l’on  a en 
en  général  par  les  formules  précédentes 

5=/»+;. 5=»+».?='+?.  e*. 

d’où  l’on  voit  d’abord  que  fi  les  nombres 
n,  fit  y , &c.  font  différens  de  l’unité , quels 
que  foient  d’ailleurs  leurs  lignes  , on  aura 
néceflairement , en  faifant  abftraélion  des 
lignes  , -A  plus  grand  que  l’unité  $ donc  ^ 
moindre  que  l’unité  , par  conféquent  ^ 
plus  grand  que  l’unité , & ainfi  de  fuite  * 
donc  B plus  grand  que  A , C plus  grand 
que  B , &c. 

' Il  n’y  aura  d’exception  que  lorfque  parmi 
les  nombres  * , fi , y,  &c.  il  s*en  trouvera 
d’égaux  à l’unité  j fuppofons,  par  exemple. 
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tjue  le  nombre  y Toit  le  premier  qui  foit 
égal  à + i $ on  aura  d’abord  B plus  grand 
que  A , mais  C fera  moindre  que  B , s’il 
arrive  que  la  fra&ion  -B  foit  de  ligne  diffé- 
rent de  y -y  ce  qui  elt  clair  par  l’équation 
>-f -g»  parce  que  dans  ce  cas  >-j-g 
fera  un  nombre  moindre  que  l’unité  ; or 
je  dis  qu’alors  on  aura  néceffairement  D 
plus  grand  que  B ; car  puifque  ^=+  1, 
on  aura,  ( art.  10)  , c=+ 1 -f~  , & c — j 
= + i ; or  comme  c & d fonr  des  quan- 
tités plus  grandes  que  l’unité , (art.  3),ileft 
clair  que  cette  équation  ne  pourra  fubfilter  ; 
à moins  que  c & d ne  loient  de  même 
ligne  ; donc  , puifque  y & s-  font  les  valeurs 
entières  approchées  de  c Se  d , ces  nom- 
bres y & devront  être  aulîi  de  même 
ligne  ; mais  la  fraélion  ^=y  — ^ doit  être 
de  même  figne  que  y , à caufe  que  y eft 
un  nombre  entier , & une  fraction  moin- 
dre que  l’unité  ; donc  -B  & J feront  des 
quantités  de  même  ligne  ; par  conféquent 
fera  une  quantité  pofttive.  Or  on  a ~ 

Ce  z 
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— <T— J-  ? ; donc  multipliant  par  ^ , on  aura 
+ i . donc  ÿ étant  une  quantité  po- 
fitive  , il  eft  clair  que  | fera  plus  grande 

que  l’unité } donc  D plus  grand  que  B . 

• De  là  on  voit  que  s’il  arrive  que  dans 
la  férié  A , B , C,&c.  il  fe  trouve  un  terme 
qui  foit  moindre  que  le  précédent , le  terme 
fuivant  fera  néceffairement  plus  grand  ; de 
forte  qu’en  mettant  à part  ces  termes  plus 
petits , la  férié  ne  biffera  pas  d’aller  en 
augmentant. 

Au  refie  on  pourra  toujours  éviter  fï 
l’on  veut  cet  inconvénient , foit  en  prenant 
les  nombres  a,  /3 , y , &c.  tous  pofitifs , foit 
en  les  prenant  tous  différens  de  l’unité , ce 
qui  eft  toujours  poffible. 

On  fera  les  mêmes  raifonnemens  par 
rapport  à la  férié  Ai' , B'  , C , &c.  dans 
laquelle  on  a pareillement 


B‘ __  C__  . A' 

Â-—  P'£'—‘ y-rj" 


D'  — xA-B'  A 


d’où  l’on  déduira  des  conclufions  fembla- 
bles  aux  précédentes. 


/ 


—Tl  i fj  f \(  UlL-». 
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1 1.  Maintenant , fi  on  multiplie  en  croix 
les  termes  des  fraftions  voifines  dans  la 

fcrie  ^ , ~ , ~ , &c.  on  trouvera  B A' 

m SI  A)  C 

— AB'  — 1 , CB' —B  C' = A B'— B A'  , 

DC’1  — C£>'  — CB’ , &c.  d’où  je  con- 

clus qu’on  aura  en  général 

BA'  — AB'  = 1 
CB'  — B G — — l 

N 

DC  — CD'  = 1 
ED'  — DE'  — — 1 , &c. 

Cette  propriété  efi:  très-remarquabie  , & 
donne  lieu  à plulieurs  coiiféquences  im- 
portantes. 

. .A' 

D’abord  on  voit  que  les  fissions  — , 

A t 

B C 

, — , &c.  doivent  être  déjà  réduites  à 

leurs  moindres  termes  ; car  fi  , par  exem-» 
pie  , C & C avoient  un  commun  divifeur 
autre  que  l’unité  , le  nombre  entier  C B " 

— BC  feroit  au/li  divifible  par  ce  même 
di-vifeur  , ce  qui  ne  fe  peut  à eau  le  de 
CB'  — BC'^—u 
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Enfuite  fi  on  met  les  équations  précé- 
dentes fous  cette  forme 

B A i 


£' 

A'  A' h' 

C 

B __  i 

C 

B'  C B'  1 

D 

i 

JD 1 

C7  CD' 

£ _ 

D, i 

£'  D'  D'  £'  ’ 

\ 

il  efi  aifé  de  voir  que  les  différences ''entre 
les  fraéïions  voifines  de  la  férié  ^ ; 

C 

— &c.  vont  continuellement  en  diminuant, 

c 

de  forte  que  cette  férié  efl:  néceffairement 
convergente. 

Or  je  dis  que  la  différence  entre  deux 
fraftions  confécutives  eft  aufli  petite  qu’il 
efl:  pofîible  ; en  forte  qu’entre  ces  mêmes 
fractions  il  ne  fauroit  tomber  aucune  autre 
fraction  quelconque  , à moins  qu’elle  n’ait 
un  dénominateur  plus  grand  que  ceux  de 
ccs  fra&ions-Ià, 


- Digit 
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Car  prenons , par  exemple , les  deux 
C D 

fraftions^  & dont  la  différence  eft 

£7^=j7 , & fuppofons , s’il  eft  poftibîe  , qu’il 

exifte  une  autre  fra&ion  - , dont  la  valeur 
tombe  entre  celles  de  ces  deux  fra&ions  , 
& dans  laquelle  le  dénominateur  n Toit 

moindre  que  C'  ou  que  D1  ; donc  puifqut^ 

C D 

doit  fe  trouver  entre  — t & ^ , il  faudra 

m C 

que  la  différence  entre  — & ^ , qui  eft 

mC'  — n C nC — m C'  . . , 

• ou - — , loit  plus  petite 


n C'  ~~  nC 
que  —^7  » différence  entre  ^ & £7  ; mais 
il  eft  clair  que  celle-là  ne  fauroit  cire 
moindre  que  -^r,  ; donc  ft  n < D'  elle 

(êra  néceffairement  plus  grande  que  ^7^7  > 


tn.  D 

de  même  la  différence  entre  - & 

n U 


ne 


pouvant  être  plus  petite  que  — ^7  , fera 

Ce  4 


“I 
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néceffairement  plus  grande  que  ^r^j,  > ^ 

« < C , au  lieu  qu’elle  devroit  en  être  plus 
petite. 


13.  Voyons  préfentement  de  combien 

A B 

chaque  fra&ion  de  la  férié  — , ^ , &c.  ap- 


prochera de  la  valeur  de  la  quantité  a.  Pour 
cela  on  remarquera  que  les  formules  trou- 
yées  dans  l’art.  10  donnent 


A b -\-i 

£;.  a~~~A'b. 

b c-y  a 

a~Brrc-yA'  • 
_Cd-\-B 
- ' a~~ 

D e-\ -C 

a~D77~-fc 

8c  ainfi  de  fuite. 


Donc  fi  on  veut  favoir  de  combien  la 
C 

kaéfion-^,  par  exemple  , approche  de  la 

v 

quantité , on  cherchera  la  différence  entre 
çi  & a i en  prenant  pour  a la  quantité 
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on  aura 


40* 

c__  Cd+B 
a C~  C d-\-Bl 

1 ■ à 


C d+B'  ’ 

C _BC  — CB' 

C C'(Cd+B  ) C'  (Cd+£‘)  » 
caufe  de  B C — C\Z?'=  1 , (art.  ii);  or 
comme  on  fuppofe  que  ^ Toit  la  valeur  ap- 
prochée de  J,  en  forte  que  la  différence 
entre  d & foit  moindre  que  l’unité  , ( art. 
3 ) , il  eft  clair  que  la  valeur  de  d fera  ren- 
fermée entre  les  deux  nombres  <f  + 1 , 
( le  ligne  fupcrieur  étant  pour  le  cas  où  la 
valeur  approchée  <T  eft  moindre  que  la  vé- 
ritable d , & le  ligne  inférieur  pour  le  cas 
où  <r  eft  plus  grand  que  d ) , & que  par  con- 
féquent  la  valeur  de  C‘  d-\- B' , fera  aulfi 
renfermée  entre  ces  deux-ci,  C S'-]^  B'  & 
C («T+  ï , c’eft-à-dire  entre  D'  & 

ç 

D +C>  donc  la  différence  a — fera 
renfermée  entre  ces  deux  limites  * 
; d’où  l'on  pourra  juger  de  la 


c(D±cy 
quantité  de  l’approximation  de  la  fraélion 
C 
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j 4.  En  général  on  aura 

A , 1 
a-A'+A~b 


B 


B'  B\B'c-\-A ) 

1 

a~~C' 

D 1 

c— /;■  ^^'£+6') 

& ainfi  de  fuite. 


Or  fi  on  fuppolè  que  les  valeurs  appro- 
chées * , Æ , y , &c.  foient  toujours  prifes 
moindres  que  les  véritables , ces  nombres, 
feront  tous  poli  tifs,  au  fli  bien  que  les  quan- 
tités h , c , d,  &c.  ( art.  3)  ; donc  les  nom- 
bres A'  , B' , C'  , <&c.  feront  auffi  tous  po- 
fitifs  j d’où  il  s’enfuit  que  les  différences 


A B 

entre  la  quantité  a & les  fraéiions  — , r 


C 

C‘ 


&c.  feront  alternativement  pofitives  & 


négatives  ; c’eft-à-dire  que  ces  fraétions. 
feront  alternativement  plus  petites  &.  plus 
grandes  que  la  quantité  a. 


_ 
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De  plus  , comme  £>£,c>>,</>,r, 
&c.  ( 'hyp .)  on  aura  b > B' , c-f-y/'  >5'? 

+ ><?  , C d-\-E'>CS'-\-B'  > Z?', 

fi’c.  & comme  b </3-f- 1 , c<>-}-  1 </<£ 
*f- 1 j on  aura  £<  Æ'-|-  1 , < 5‘ 

(>+  1 <C'-{-5'  , C'd-\-B'<C' 

*(<T— {— 1 ) —J—  < D'-\-C' , &c.  de  forte  que 
les  erreurs  qu’on  commettroit  en  prenant 
les  fra&ions  > 6c.  pour  la  va- 

leur de  a , feroient  relpe&ivement  moin- 
dœs  que  6’c.  mais  plus 

grandes  que  & ( c’  + in  )* 

■ * 7-,  6c.  d’où  l’on  voit  combien 

C‘  ^ + C j 

ces  erreurs  font  petites , & combien  elles 
vont  en  diminuant  d’une  fraélion  à l’autre. 

Mais  il  y a plus  : puifque  les  fraftions 
'ABC 

— ; , — , 77 , 6c.  font  alternativement  plus 
petites  6e  plus  grandes  que  la  quantité  a , 
il  eft  clair  que  la  valeur  de  cette  quantité 
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le  trouvera  toujours  entre  deux  fraéKons 
confécutives  quelconques  -,  or  nous  avons 
vu  ci-deflùs  , (art.  i x)  , qu’il  eft  impoïïible 
qu’entre  deux  telles  fraCtions  puifie  fe 
trouver  une  autre  fraCtion  quelconque  qui 
ait  un  dénominateur  moindre  que  l’un  de 
ceux  de  ces  deux  fraCtions  ; d’où  l’on  peut 
conclure  que  chacune  des  fraCtions  dont  il  * 
s’agit , exprime  la  quantité  a plus  exacte- 
ment que  ne  pourvoit  faire  toute  autre  frac- 
tion quelconque  , dont  le  dénominateur 
feroit  plus  petit  que  celui  de  la  fraCtion 

C 

fuivante  ; c’eft-à-dire  que  la  fraction  — , 

par  exemple  , exprimera  la  valeur  de  a 
plus  exactement  que  toute  autre  fraCtion^, 
dans  laquelle  n feroit  moindre  que  D. 

15.  Si  les  valeurs  approchées  a , jS,  y, 
&c.  font  toutes  ou  en  partie  plus  grandes 
que  les  véritables , alors  parmi  ces  nom-  • 
bres  il  y en  aura  néceflairement  de  négatifs  , 
(art.  3 ) , ce  qui  rendra aulïï  négatifs  quel- 
ques-uns des  termes  des  fériés  A , B , C , 
&c.  A'  , C' , &c,  par  conféquent  les 
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A B C • 

différences  entre  les  frayions  , — t 


&c.  & la  quantité  a , ne  feront  plus  alter- 
nativement poli tives  & négatives , comme 
dans  le  cas  de  l’article  précédent  ; de  forte 
que  ces  fra&ions  n’auront  plus  l’avantage 
de  donner  toujours  des  limites  en  plus  & 
en  moins  de  la  quantité  a , avantage  qui 
me  paroît  d’une  très-grande  importance, 
& qui  doit  par  confcquent  faire  préférer 
toujours  dans  la  pratique  les  fractions  conti- 
nues. où  les  dénominateurs  feront  tous  pofi- 
tifs.  Ainfi  nous  ne  confîdérerons  plus  dans 
la  fuite  que  des  fraéKons  de  cette  efpece. 


A B 

1 6.  Confidérons  donc  la  férié— 


, &c.  dans  laquelle  les  frayions  font 


alternativement  plus  petites  & plus  grandes 
que  la  quantité  a , & il  eft  clair  qu’on 
pourra  partager  cette  férié  en  ces  deux-ci  : 
ACE  F . : ' 

A'' C'E1'  &C% 

B_  D_F  ’ . ; : 

£'*  Dl* P*  “ c* 
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la  première  fera  compofée  de  fra&ions 
toutes  plus  petites  que  a , Sc  qui  iront 
en  augmentant  vers  la  quantité  a ; la 
fécondé  fera  compofée  de  fra&ions  toutes 
plus  grandes  que  a , mais  qui  iront  en 
diminuant  vers  cette  même  quantité.  Exa- 
minons maintenant  chacune  de  ces  deux 
fériés  en  particulier  : dans  la  première  on 
aura , ( art.  i o & 1 2 ) , 


C‘  A‘  A'  C 


“ Z.— __L  ^ SfC 

b1  C~C'Elf 
& dans  la  fécondé  on  aura 
B D_  * 

B1  JJ1  B1  L>1 

D F 1 

Dl  F1  l)'Fl* 

Si  les  nombres  y,  (T,  »,  &c.  étoient 
tous  égaux  à l’unité , on  pourroit  prouver, 
comme  dans  l’art.  12,  qu’entre  deux  frac- 
tions confécutives  quelconques  de  l’une  ou 
de  l’autre  des  fériés  précédentes , il  ne  pour- 
roit jamais  fe  trouver  aucune  autre  fraétion 
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dont  le  dénominateur  feroit  moindre  que 
ceux  de  ces  deux  fraftions  ; mais  il  n’en 
fera  pas  de  même,  lorfque  les  nombres 
7,,  <T,  «,  &c.  feront  différens  de  l’unité  j car 
dans  ce  cas  on  pourra  inférer  entre  les  frac- 
tions dont  il  s’agit  autant  de  fraêtions  in- 
termédiaires qu’il  y aura  d’unités  dans  les 
nombres  y — 1 , f — 1 , * — 1 , &c.  & pour 
cela  il  n’y  aura  qu’à  mettre  fucceflivement 
dans  les  valeurs  de  C & O , (art.  10)  , les 
nombres  1,2,3,  ^ la  place  de  y g 

& de  même  dans  les  valeurs  de  Z).  & Dl , 
les  nombres  1 , r , 3 , &c.  <r  à la  place  de 
t,  & ainfi  de  fuite. 

17.  Suppofons  par  exemple  que  y foit 
= 4,  on  aura  C=4  B-\-À  & C'=^Bl 
& on  pourra  inférer  entre  les  frac- 
AC. 

tions  —7  & — trois  fraftions  intermédiai - 

si  U 


• r B+4 

res  , qui  feront 

3 B -[-A 


rB-\-A 
ïJi'+Â'  * 


* • 

Il  eil  clair  que  les  dénominateurs  d« 
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ces  frayions  forment  une  fuite  croisante 

arithmétiquement  depuis  A'  jufqu’à  C'  ; & 

nous  allons  voir  que  les  fractions  elles- 

mêmes  croiffent  aufli  continuellement  de- 

â C t 

puis  -t  jufqu’â  - , en  forte  qu’il  feroit 

maintenant  impoflible  d’inférer  dans  la  férié 
A B+A  rB+A  \B+A  4 B+A 
~Â'  ’ B'+A'  ’ xB'+A'  * 3 B'+A'  ’ 4 B'+A' 

— , aucune  fra&ion  dont  la  valeur  tombât 

entre  celles  de  deux  fra&ions  confécutives , 
& dont  le  dénominateur  fe  trouvât  aulîi 
entre  ceux  des  memes  fraéfions.  Car  h on 
prend  les  différences  entre  les  fra&ions 
précédentes , on  aura  , à caufe  de  B A' 
— AB'~i  f 

B+A  A t 

"B  +A'  A'  A'  (B'+A') 
t.B+4  B+A 


xB'+A' 

■}B+A 


B+A'~ 

rB+A 


\B‘+A‘ ) (2 B +A') 

i 


3 B'+A'  iB'+A' 

£_  ^B+A 
C 


\xB'+A')^B'+A')‘ 


jB'+A'  (3  B'+A')C‘f 

d’où  l’on  voit  d’abord  que  les  frayions 

A 
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Â'  9 W^A'  » &C‘  V°nt  en  augmentant  > 
puifque  leurs  différences  font  toutes  pofi- 
tives  ; enfuite  , comme  ces  différences  font 
égales  à l’unité  divifée  par  le  produit  des 
deux  dénominateurs  , on  pourra  prouver 
par  un  raifonnement  analogue  à celui  que 
nous  avons  fait  dans  l’art.  1 z , qu’il  eff  im- 
poffible  qu’entre  deux  fraéfions  confécu- 
tivesde  la  férié  précédente , il  puiffe  tomber 
une  fra&ion  quelconque  ”,  fi  le  dénomi- 
nateur n tombe  entre  les  dénominateurs  de 
ces  fra&ions  , ou  en  général  s’il  eff  plus 
petit  que  le  plus  grand  des  deux  dénomi- 
nateurs. 

De  plus , comme  les  fraélions  dont  nous 
parlons  font  toutes  plus  gwwdes  que  la 

vraie  valeur  de  a , & que  la  fraélion  — 

en  eft  plus  perire  , il  efl  évident  que  cha- 
cune de  ces  fraélions  approchera  de  la 
quantité  a , en  forte  que  la  différence  en 
fera  plus  petite  que  celle  de  la  même  frac- 

P JJ 

tion  & de  la  fraélion  or  on  trouve 
Tome  //.  X)  d 
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A'  B'~~A'B' 

B -\-A  B i 

B'\-A'  B'~(B'  -\-A')  B 

zB^-A  B __  i 

zB'-\-A'  B'  “ (iB'-\-A')Bl 
3b+A  B _ i 

-tf' "“(3  Æ'-f /*■)#• 

C b _ 1 

C Bl~t‘B'‘ 


Donc,  puifque  ces  différences  font  aufli 
égalés  à l’unité  divifée  par  le  produit  des 
dénominateurs , on  y pourra  appliquer  le 
même  raifonnement  de  l’article  i z , pour 
prouver  qu’aucune  fraftion  " ne  fauroit 
tomber  entre  une  quelconque  des  fraftions 

— B rB  -\-A  £c  & ia  fv.ac. 

A'*  B‘-j-A‘’  zB'\-a'  raC 


n 

tion  j*-,  fi  le  dénominateur  n efl:  plus  petit 


que  celui  de  la  même  fraélion;  d’où  il  fuit 
que  chacune  de  ces  frayions  approche  plus 
de  la  quantité  a que  ne  pourrait  faire  toute 
autre  fraéfion  plus  petite  que  a,  & qui  auroit 
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un  dénominateur  plus  petit , c’eft-à-dire  3 
qui  (èroit  conçue  en  termes  plus  fimples. 

18.  Nous  n’avons  confidéré  dans  l'article 
précédent  que  les  fraélions  intermédiaires 
A C 

entre  — & — , il  en  fera  de  même  des 
A'  C 

CE 

fra&ions  intermédiaires  entre  -ç-x  & 

entre  ^ , &c.  fi  »,  « , &c.  font  des 

nombres  plus  grands  que  l'unité. 

On  peut  aufli  appliquer  à l’autre  férié 

B D F , 

&c.  tout  ce  que  nous  venons 

H Z/  r 

de  dire  relativement  à la  première  férié 

A C 

— ; , — , &c.  de  forte  que  fi  les  nombres 

&c.  font  plus  grands  que  l’unité  ,•  on 

B D 

po«rra  inférer  entre  le  fraélions  - - & , 

Hx  U1 

DF. 

entre -pr,  & -jT, , &c.  différentes  frayions 
D b' 

intermédiaires  toutes  plus  grandes  que  a , 
mais  qui  iront  continuellement  en  dimi- 
nuant , & qui  feront  telles  qu’elles  expri- 

Dd  1 
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meront  la  quantité  a plus  exaftement  que 
ne  pourroit  faire  aucune  autre  fraftion  plus 
grande  que  a , & qui  feroit  conçue  en  ter- 
mes plus  (impies. 

De  plus  , (i  Æ eft  aufli  un  nombre  plus 
grand  que  l’unité , on  pourra  pareillement 

placer  avant  la  fra&ion  ^ les  fraéfions 


A-\-i  2 A — i 3 A -|-  i &c.  jufqu’à 

ï * x , 3 f 

1 , favoir*^- , & ces fraftions auront 
/3  B 


les  mêmes  propriétés  que  les  autres  fra&ions 
intermediaires. 


De  cette  maniéré  on  aura  donc  ces  deux 
fuites  complexes  de  fractions  convergentes 
vers  la  quantité  a. 

Fractions  croijfantes  & plus  petites  que  a. 


A B -y  A 2 b-\-A  }B+y4  f. 
A'  9 B'-\-A'9  iB'-\-Al>  3 B'+A'*  ' 


y B + A C 
ÿB'  + A ■’  C’ 

, D -j-C  E 
t' 


D-\-C  xD +C'  3 D+C 
U'+C'9  lD+C’  C‘ 

&c. 


F+E 

9 


, &c.  &c.  &c. 


'".I 
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F raclions  decroiJJ'antes  & plus  grandes  que  a. 

^-j-i  xA-\-i  r 

1 » — — 7—  » &e- 

&A-\- 1 B C-\~B  rC-\~B  c 

a ’ B^c+B^ïc+B'’  ^ . 

£ *+£>  , , , 

SC-j-B1  * D'y  t'-\-  D‘y  i>c‘  ™ c‘  ®c’ 

Si  la  quantité  a efl:  irrationnelle  ou  trans- 
cendante , les  deux  fériés  précédentes  iront 


à l’infini , puifque  la  férié  des  fractions 


> £,  > &c.  que  nous  nommerons  dans  la 

fuite  fraétions  principales  , pour  les  diftin- 
guer  des  fraétions  intermédiaires , va  d’elle- 
même  à l’infini  (art.  10.) 

Mais  fi  la  quantité  a eft  rationnelle  & 


V 


égale  à une  fraétion  quelconque  ^ , nous 


avons  vu  dans  l’article  cité  , que  la  fériç 
dont  il  s’agit  fera  terminée  , & que  la  der- 
nière fra6Hon.de  cette  férié  fera  la  fraétion 

même  y? , donc  cette  fraétion  terminer? 
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aufli  néceffairement  une  des  deux  fériés 
ci-defïus,  mais  l’autre  férié  pourra  toujours 
aller  à l’infini. 


En  effet , fuppofons  que  «T  foit  le  dernier 
dénominateur  de  la  fraftion  continue  , alors 
D 

— fera  la  derniere  des  fraêlions  princi- 
pales , 8e  la  (crie  des  fraftions  plus  grandes 
que  a fera  terminée  par  cette  même  frac- 

tion  2jT > or  l’autre  férié  des  fraftions  plus 

petites  que  a , fe  trouvera  naturellement 

arrêtée  à la  fra&ion  , qui  précédé  ; 

mais,  pour  la  continuer,  il  n’y  a qu’à  con- 
sidérer que  le  dénominateur  * , qui  devroit 
fuivrc  le  dernier  dénominateur  fera  = °°  , 

E 

( art.  3 ) i de  forte  que  la  fra&ion  ^ » qui 
fuivroit  ^ dans  la  fuite  des  fraftions pria- 


• j f . <x>  D ~\-C  Z) 
apdes,  feroit  „ 

loi  des  fraêlions  intermédiaires  , 


or , par  la 
il  eft  clair 
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qu’à  caufe  de  «=oo,  on  pourra  inférer 

entre  les  fraétions  ^ & -g,  une  infinité  de 

fraélions  intermédiaires  , qui  feront 
D-\-C  rD  + C îD  + C A 

2?'  + c » iz?'  + c » 3z?'  + c-  * 0’C* 

Ainfi  dans  ce  cas  on  pourra , après  la 

C 

fraftion  ^ dans  la  première  fuite  de  frac* 

tions , placer  encore  les  fraéfions  intermé- 
diaires dont  nous  parlons , & les  continuer 
à l’infini. 

• Problème. 

19.  Une  fraction  exprimée  par  un  grand 
nombre  de  chijfres  étant  donnée , trouver 
toutes  Us  fractions  en  moindres  termes  qui 
approchent  fi  près  de  la  vérité , qu’il  fait 
impoffible  d’en  approcher  davantage  fans  en 
employer  de  plus  grandes. 

Ce  problème  fe  réfoudra  facilement  par 
la  théorie  que  nous  venons  d’expliquer. 

On  commencera  par  réduire  la  fraftioiv 
propofée  en  fraftion  continue  par  la  mé- 
thode de  l’art.  4 , en  ayant  foin  de  prendre 

Dd  4 
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toutes  les  valeurs  approchées  plus  petites 
que  les  véritables , pour  que  les  nombres 
Æ,  y,  «T ? &c.  foient  tous  pofitifs  ; enfuite, 
à l’aide  des  nombres  trouvés  Æ,  y , &c. 
on  formera , d’après  les  formules  de  l’art, 
ABC 

io  , les  fraéfions  — , ^ , — , &c.  dont  la 

cîerniere  fera  néceffairement  la  même  que 
la  fraélion  propofée,  parce  que  dans  ce  cas 
la  fraélion  continue  eft  terminée.  Ces  frac- 
tions feront  alternativement  plus  petites  & 
plus  grandes  que  la  fraélion  donnée  , & 
feront  fucceiïivement  conçues  en  termes 
plus  grands  ; & de  plus  elles  feront  telles 
que  chacune  de  ces  fraftions  approchera 
plus  de  la  ffa&ion  donnée , que  ne  pourroit 
faire  toute  autre  fra&ion  quelconque  qui 
feroit  conçue  en  termes  moins  fimples.  Ainft 
on  aura  par  ce  moyen  toutes  les  fraélions 
conçues  en  moindres  termes  que  la  propo- 
féc , qui  pourront  fatisfaire  au  problème. 

Que  fi  on  veut  confidérer  en  particulier 
les  fraftions  plus  petites  & les  fraéUons  plus 
grandes  que  la  propofée , on  inférera  entre 
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les  fra&ions  précédentes  autant  de  fra&ions 
intermédiaires  que  l’on  pourra,  & on  en' 
formera  deux  fuites  de  fra&ions  conver- 
gentes , les  unes  toutes  plus  petites  & les 
autres  toutes  plus  grandes  que  la  fraftion 
donnée,  (art.  16,  17  & 18 )j  chacune  de 
ce  s fuites  aura  en  particulier  les  mêmes' 
propriétés  que  la  fuite  des  fraftions  princi- 
pales 37,  » car  les  fraéf  ions  dans 

chaque  fuite  feront  fucceflivement  conçues 
en  plus  grands  termes,  8c  chacune  d’elles 
approchera  plus  de  la  fraéïion  propofée , 
que  ne  pourroit  faire  aucune  autre  fra&ion 
qui  feroit  pareillement  plus  petite  ou  plus 
grande  que  la  propofée , mais  qui  feroit 
conçue  en  termes  plus  (impies. 

Au  refte  il  peut  arriver  qu’une  des  frac- 
tions intermédiaires  d’une  férié  n’approche 
pas  h près  de  la  fraftion  donnée , qu’une 
des  fraélions  de  l’autre  férié , quoique  con- 
çue en  termes  moins  (impies  que  celle-ci  ; 
c’eft  pourquoi  il  ne  convient  d’employer 
les  fra&ions  intermédiaires , que  lorfqu’on 
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veut  que  les  fraéfions  cherchées  foient 
toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes 
que  la  fra&ion  donnée. 

Exemple  I.  .. 

10.  Suivant  la  Caille  , l’année  /blaire 
eft  de  365'  5h  43'  49",  & par  confé- 
quent  plus  longue  de  5 h 48'  49"  que  l’année 
commune  de  365’  j fi  cette  différence  étoit 
exaéfement  de  6 heures,  elle donneroit  un 
jour  au  bout  de  quatre  années  communes  j 
mais  fi  on  veut  /avoir  au  jufte  au  bout  de 
combien  d’années  communes  cette  diffé- 
rence peut  produire  un  certain  nombre  de 
jours , il  faut  chercher  le  rapport  qu’il  y a 
entre  24”  & 5h  48'  49" , & on  trouve  ce 
rapport  = de  forte  qu’on  peut  dire 
qu’au  bout  de  86400  années  communes , 
il  faudroit  intercaler  20929  jours  pour  les 
réduire  à des  années  tropiques. 

Comme  le  rapport  de  86400  à 20929 
eft  exprimé  en  termes  fort  grands , on  pro- 
pofe  de  trouver  en  des  termes  plus  petits 
des  rapports  auffi  approchés  de  celui-ci 
qu’il  ell  pofîible. 
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On  réduira  donc  la  fra&ion  en  frac- 
tion continue  par  la  réglé  donnée  dans  l’art. 
4,  qui  eft  la  même  que  celle  qui  fert  à 
trouver  le  plus  grand  commun  divifeur  de 
deux  nombres  donnés  : on  aura 


86400 

83716 

4 =« 

• 

2684 

20929:7=^ 

18788 

2141 

2684 

l=V 

2141 

543 

2141 

1629 

r 1 

512 


3=/ 


15 11 
31 


1=1 

5»1 

4961 


16 


16= 


3» 

16 

»? 


i=» 
i=9 


16 

lil 


iç  15=1 

ill 

o. 


Connoiflant  ainfi  tous  les  quotiens  « , fi , 
y,  &c.  on  en  formera  aifément  la  férié 

, ^7 , &c.  de  la  maniéré  fuivante  : 

A B 


4,  7,  i,  3 > 1 > !» 

4 £9  33  128  161  1704  iS6*  55^9  86400 

* J 7 > ï > y 9 yj  9 tjj  9 > 1347  9 ioÿiÿ  9 
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où  l’on  voit  que  la  derniere  fraftion  eft  la 
même  que  la  propofée. 

Pour  faciliter  la  formation  de  ces  frac- 
tions , on  écrira  d’abord , comme  je  viens 
de  le  faire , la  fuite  des  quotiens  4,7,  1 , 
&c.  & on  placera  au-deffous  de  ces  coeffi- 
ciens  les  fraftions  f,y,  y , &c.  qui  en 
réfultent. 

La  première  fraélion  aura  toujours  pour 
numérateur  le  nombre  qui  eft  au-deffus , 
& pour  dénominateur  l’unité. 

La  fécondé  aura  pour  numérateur  le 
produit  du  nombre  qui  y eft  au-deffus  par 
le  numérateur  de  la  première  , plus  l’unité , 
& pour  dénominateur  le  nombre  même  qui 
eft  au-deffus. 

La  troifieme  aura  pour  numérateur  le 
produit  du  nombre  qui  y eft  au-deffus  par 
le  numérateur  de  la  fécondé , plus  celui  de 
la  première  ; & de  même  pour  dénomi- 
nateur , le  produit  du  nombre  qui  eft  au- 
deffus  par  le  dénominateur  de  la  fécondé  , 
plus  celui  de  la  première. 

Et  en  général  chaque  ftaétion  aura  pour 
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numérateur  le  produit  du  nombre  qui  y eft 
au-defîus  par  le  numérateur  de  la  fraétion 
précédente  , plus  celui  de  l’avant-précé- 
dente  ; & pour  dénominateur  le  produit  du 
même  nombre  par  le  dénominateur  de  la 
fraélion  précédente,  plus  celui  de  l’avant- 
précédente. 

Ainfi  29  = 7.4  + 1,7  = 7, 33  = 1.29 
4-4, 8 = 1.7  + i>  118  = 3.33  + 29,31 
= 3.8+7  , & ainfi  de  fuite  j ce  qui  s’ac- 
corde avec  les  formules  de  l’art.  1 o. 

Maintenant  on  voit  par  les  fraftions  f 
que  l’intercalation  la  plus  fimple 

eft  celle  d’un  jour  dans  quatre  années  com- 
munes , ce  qui  eft  le  fondement  du  calen- 
drier Julien  ; mais  qu’on  approcheroit  plus 
de  l’exaftitude  en  n’intercalant  que  fept 
jours  dans  l’efpace  de  vingt-neuf  années 
communes , ou  huit  dans  l’efpace  de  trente- 
trois  ans , &:  ainfi  de  fuite. 

On  voit  de  plus  que  comme  les  fraftions 
* , — , j font  alternativement  plus  petites 
&:  plus  grandes  que  la  fraction  ou 
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2 ^ 

- . ■ - — -, , l’intercalation  d’un  jour  fur 

quatre  ans  fera  trop  forte , celle  de  fcpt  jours 
- fur  vingt-neuf  ans  trop  foible , celle  de  huit 
jours  fur  trente-trois  ans  trop  forte , & ainft 
de  fuite  ; mais  chacune  de  ces  intercalations 
fera  toujours  la  plus  exaûe  qu’il  eft  pof- 
fible  dans  le  même  efpace  de  temps. 

Or , fi  on  range  dans  deux  fériés  par- 
ticulières les  fraélions  plus  petites  & les 
ffaélions  plus  grandes  que  la  fraftion  don- 
née , on  y pourra  encore  inférer  différentes 
fractions  fecondaires  pour  compléter  les 
fériés;  & pour  cela  on  fuivra  le  même 
procédé  que  ci-deffus , mais  en  prenant 
fucceflivement  à la  place  de  chaque  nom- 
bre de  la  férié  fupérieure  tous  les  nombres 
entiers  moindres  que  ce  nombre , ( lorfqu’ft 
y en  a ). 

Ainlï , confidérant  d’abord  les  fraélions 
croiffantes 

i,i,  i, 

4 33  tfii  1865  86400 

1 * ”8  9 39  J 694  J 20929  y 

on  voit  qu’à  caufe  que  l’unité  eft  au-ddj^s 
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de  la  fécondé , de  la  troifieme  & de  la 
quatrième  , on  ne  pourra  placer  aucune 
fraction  intermédiaire , ni  entre  la  première 
& la  fécondé  , ni  entre  la  fécondé  & la 
troifieme  , ni  entre  la  troifieme  & la  qua- 
trième ; mais  comme  la  derniere  fra&ion 
a au-deflus  d’elle  le  nombre  1 5 , on  pourra 
entre  cette  fraftion  & la  précédente,  placer 
quatorze  fra&ions  intermédiaires , dont  jes 
numérateurs  formeront  la  progrcfiîon  arith- 
métique 1865  —J—  5 5 69  , 1865-}- z. 5 569, 
1865  -j-3. 5 5 69,  &c.  & dont  les  dénomi- 
nateurs formeront  aulfi  la  progrefîion  arith- 
métique 69 4— |—  1 3 49 , 694-1-1.1349 , 694 

+ 3-  j349>  &c- 

Par  ce  moyen  la  fuite  complété  des 
fra&ions  croiflantes  fera 

4 33  161  2S6;  S434  14003  10572  1514* 

1 J 39  t 694  î 2043  1 3391  t 4741  ' 6090  9 

30710  36179  4*848  47417  57986  5S555  64124  « 

7439  J S78S  f 10137  * 11486  * 11835  9 14184  J 15533  3 

69693  75262  80831  86400 

Î6882  » 18231  9 19580'  20929* 

Et  comme  la  derniere  fra&ion  eft  la  même 
que  la  fraélioti  donnée , il  eft  clair  que  cette 
férié  ne  peut  pas  être  pouffée  plus  loin. 
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De  là  on  voit  que  fi  on  ne  veut  admettre 
que  des  intercalations  qui  pechent  par 
excès , les  plus  fimples  & les  plus  exaftes 
feront  celles  d’un  jour  fur  quatre  années , 
ou  de  huit  jours  fur  trente-trois  ans,  ou 
de  trente-neuf  fur  cent  foixante-un  ans,  & 
ainfi  de  fuite. 

Confidérons  maintenant  les  fra&ions  dé- 
coiffantes 

7 > 3 » l6>  i* 

î9  118  1704  5569  ■ > 

7 > 31  » 655  ’ > 

& d’abord , à caufe  du  nombre  7 qui  eft 
au-deflus  de  la  première  fraétion,,  on  pourra 
en  placer  fix  autres  avant  celle-ci , dont 
les  numérateurs  formeront  la  progrefiion 
arithmétique  4-j-i  , i.4-f-i  > 3'4-f-1  5 &c- 
& dont  les  dénominateurs  formeront  la 
progrefiion  1,1,3,  même , à caufe 

du  nombre  7 , on  pourra  placer  entre  la 
première  & la  fécondé  fra&ion  deux  frac- 
tions intermédiaires  ; & entre  la  féconde  5c 
la  troifieme  on  en  pourra  placer  15  , à 
caufe  du  nombre  1 6 qui  efl  au-deflus  de  la 

troifieme  -y 
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troifieme  ; mais  entre  celle-ci  & la  derniere 
on  n’en  pourra  inférer  aucune  , à caufe  que 
le  nombre  qui  y eftaudefius  eft  l’unité. 

De  plus , il  faut  remarquer  que  comme 
la  férié  précédente  n’dl  pas  terminée  par 
la  fraftion  donnée , on  peut  encore  la  con- 
tinuer aufii  loin  que  l’on  veut , comme  nous 
l’avons  fait  voir  dans  l’art.  18.  Ainfi  on  aura 
cette  férié  de  fraétiom  croiflantes 


9 H 

17  Zt  73  79  61  95 

I?s 

« 

1 ’ 3 

J 4 9 s*  6 y 7 f 15  9 13 

» Jl 

9 

45° 

dit  777  933  1094  1734 

1416 

109  * 

14S  * 187  * 116  J 765  * 304 

’ 343* 

9 

1758 

1S09  70*)0  ■ 7771  7387 

lü? 

ï 411 

’ 460  » 499  ’ 53S  f 577 

9 616 

S 

5<(9 

9*969  178369  264769, 

331169 

; 

> 1349 

* 77778  j 43107  J 64136  y 

85065 

J 

Lif2 

1994 


, &c. 


lefquelles  (ont  toutes  plus  petites  que  la  frac- 
tion propofée  , & en  approchent  plus  que 
toutes  autres  frayions  qui  feroient  conçues 
en  termes  moins  Simples. 

On  peut  conclure  de  là  , que  fi  on  ne* 
vouloit  avoir  égard  qu’aux  intercalations 
qui  pécheroient  par  défaut  , les  plus  {im- 
pies & les  plus  exa&es  feroient  celles  d’un 
Tome  il.  • E e 
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jour  fur  cinq  ans , ou  de  deux  jours  fur  neuf 
ans , ou  de  trois  jours  fur  treize  ans , &c. 

Dans  le  calendrier  grégorien  on  intercale 
feulement  quatre-vingt  dix-fepr  jours  dans 
ejuatre  cents  années  ; on  voir  par  la  table 
•précédente  qu’on  approcheroit  beaucoup 
plus  de  l’exaftitude  , en  intercalant  cent 
jieuf  jours  en  quatre  cent  cinquante  années. 

Mais  il  faut  remarquer  que  dans  la  ré- 
formation grégorienne  on  sert  fervi  de  la 
détermination  de  l’annce  donnée  par  Co- 
pernic , laquelle  eft  de  365'  ç1*  49'  2.0".  Bn 
employant  Cet  élément  on  auroit , au  lieu 
de  lafraétion  -celle-ci  — ou  bien 
; d’où  l’on  trouveroit  par  la  méthode 
précédente  les  quotiens  4,8,5,  3 , & 
de  là  ces  fractions  principales. 

4*8,5,  3. 

4 22/169 

1 9 S î 41  ■>  131  9 

cpii  font  à l’exception  des  deux  premières, 
allez  différentes  de  celles  que  nous  avons 
trouvées  ci-deffus.  Cependant  on  ne  trouve 
pas  parmi  ces  fractions  la  fraétion  adop- 


Dkjitized  by  Google 


r 


Additions » 435 

tée  dans  le  calendrier  grégorien  $ 8c  cette 

fraéfion  ne  peut  pas  même  fe'trouver  parmi 

les  {raclions  intermédiaires  qu’on  pourroit 

inférer  dans  les  deux  fériés  i , li?  , & M . 

1 7 41  7 s 9 

^ ; car  il  eft  clair  quelle  ne  pourroit  tom- 
ber qu’entre  ces  deux  dernieres  fraélions , 
entre  lefquelles , à caufe  du  nombre  3 qui 
eft  au-deflus  de  la  fraélion  , il  peut  tom- 
ber deux  fraélions  intermédiaires , qui  feront 

101  Qr  Î7I  J > V,  |>  ' ^ » 

— ex  ; d ou  Ion  voit  qu  on  auroit  ap- 

proché  plus  de  l’exaélitude  , fi  dans  la  ré- 
formation grégorienne  on  avoit  preferit  de 
n’intercaler  que  quatre  vingt-dix  jours  dans 
l’efpace  de  trois  cents  foixante  d onze  ans. 

Si  on  réduit  la  fra&ion  ~ à avoir  pour 
numérateur  le  nombre  86400 , elle  devien- 
dra^^, ce  quifuppoferoit  l’année  tropique 
de  365’  49r  n". 

Dans  ce  cas  l’interpolation  grégorienne 
feroit  tout-à-fait  exaéle  ; tuais  comme  les 
oblèrvations  donnent  l’année  plus  courre 
de  plus  de  xo"  , il  cil  clair  qu’il  faudra  né- 
peflairement , au  bout  d’un  certain  efpace 

Ee  1 

1 
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de  temps , introduire  une  nouvelle  inter- 
calation. 

Si  on  vouloit  s’en  tenir  à la  détermi- 
nation de  la  Caille,  comme  le  dénomi- 
nateur 97  de  la  fraélion  ^ fe  trouve  entre 
les  dénominateurs  de  la  cinquième  & de 
la  fixieme  des  fraélions  principales  trouvées 
ci-devant,  il  s’enfuit  de  ce  que  nous  avons 
démontré , ( art.  1 4 ) , que  la  fraélion  ~ ap- 

procheroit  plus  de  la  vérité  que  la  fraélion 
“ ; au  relie  , comme  les  Agronomes  font 
encore  partagés  fur  la  véritable  longueur 
de  l’année  , nous  nous  abiliendrons  de  pro- 
noncer fur  ce  fujet  ; aulîi  n’avons-nous  eu 
d’autre  objet  dans  les  détails  que  nous  ve- 
nons de  donner , que  de  faciliter  les  moyens 
de  fe  mettre  au  fait  des  fraélions  continues 
& de  leurs  ulages  ; dans  cette  vue  nous  ajou- 
terons encore  l’exemple  fuivant. 

• / 

Exemple  II. 

ai.  Nous  avons  déjà  donné,  (art.  8 ) ,' 
la  fraélion  continue,  qui  exprime  le  rapport 
de  la  circonférence  du  cercle  au  diamètre, 
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en  tant  quelle  réfulte  de  la  fraélion  de  Lu- 
dolph  ; ainfi  il  n’y  aura  qu’à  calculer  de  la 
maniéré  enfeignée  dans  l’exemple  précé- 
dent , la  férié  des  fraélions  convergentes 
vers  ce  même  rapport , laquelle  fera 
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44SS91MKES7  4poiC94^^9^c^4? 

21208174623389167  * i368707354^7I^73*t°  * 

6 , 1. 

B646O93!  1039304347  3076-73  407173  s J 7}  ç S5 

«43468587410513407  4 97934SJ21^937°°547* 

Ces  fractions  feront  donc  alternative- 
ment plus  petites  &:  plus  grandes  que  la 
vraie  raifon  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre , c’eft-à  dire  que  la  première  ~ fera 
plus  petite  , la  fécondé  22  pius  grande  , & 
ainlî  de  fuite , & chacune  d’elles  appro- 
chera plus  de  la  vérité  que  ne  pourroit  faire 
toute  autre  fraftion  qui  feroit  exprimée  en 
termes  plus  fimples  , ou  en  général , qui 
auroit  un  dénominateur  moindre  que  le  dé- 
minarcur  de  la  fraftion  fuivante  ; de  forte 
que  l’on  peut  aflurer  que  la  fraftion  7 ap- 
proche plus  de  la  vérité  que  ne  peut  faire 
aucune  autre  fraftion  dont  le  dénominateur 
feroit  moindre  que  7 ; de  même  la  fraétion 
~ approchera  plus  de  la  vérité  que  toute 
autre  fraftion  dont  le  dénominateur  feroit 
.moindre  que  1 06  , & ainfi  des  autres 
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Quant  à l’erreur  de  chaque  fraéHon , elle 
fera  toujours  moindre  que  1 unité  divifée 
par  le  produit  du  dénominateur  de  cette 
fra£Kon  par  celui  de  la  fra&ion  fuivante. 
Ainfi  l’erreur  de  la  fra&ion 3-  fera  moindre 
que  x- , celle  de  la  fra&ion  y fera  moindre 
que  , & ainfi  de  fuite.  Mais  en  même 
temps  l’erreur  de  chaque  fraélion  fera  plus 
grande  que  l’unité  divifée  par  le  produit 
du  dénominateur  de  cette  fraéhion,  parla 
fomme  de  ce  dénominateur  & du  dénomi- 
nateur de  la  fra&ion  fuivante  -,  de  forte  que 
l’erreur  de  la  fraéfion3  fera  plus  grande  que 
f , celle  de  la  fra&ion  ^ plus  grande  que 
, 8c  ainfi  de  fuite , ( art.  1 4 ). 

Si  on  vouîoit  maintenant  féparer  les  frac- 
tions plus  petites  que  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  , d’avec  les  plus  gran- 
des , on  po.urroit  en  inférant  les  fraêlions 
intermédiaires  convenables',  former  deux 
fuites  de  fra&ions , les  unes  croisantes  & 
les  autres  dccroiiïantes  vers  le  vrai  rapport 
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dont  il  s’agit  ; on  auroit  de  cette  maniéré 
F raclions  plus  petites  que  P'~p. 

i ^ 

j !i  « (9  çi  113  1^5  157  222  221  221 

j î 8 ) 1 j J 12  ) > 36  * 43  * 50  * 57  * 64  * 71  * 

544  167  2*2  211  211  füü  121?  222-  1212 

7S  > 85  » 91  * 99  » 106  5 119  * 332  » 445  > 558  * 

310$  1463  r, 

67T  > 784  > °ï* 

F raclions  plus  grandes  que 

14  7 40  13  16  19  22  -355  IO4348  311689 
1*2*3*  4*5*6*  7 * 113  * 33115  * 99531  * 

1 146408  5410351  85563208  165707063  411557987 

364913  » 1715=33  * I7i35ût5  * 51746197  > 1310025176* 
1480114883  r< 

' 4711=57=7,* 

Chaque  fraclion  de  la  première  férié 
approche  plus  de  la  vérité  que  ne  peut  faire 
aucune  autre  fraélion  exprimée  en  termes 
plus  fimples,  & qui  pécheroit  aufii  par  dé- 
faut ; 3c  chaque  fraction  de  la  fécondé  férié 
approche  aufii  plus  de  la  vérité  que  ne  peut 
faire  aucune  autre  fraétion  exprimée  en 
termes  plus  fimples  & péchant  par  excès. 

Au  refte  * ces  fériés  deviendroient  fort 
prolixes , fi  on  voulait  les  pouffer  aufii 
loin  que  nous  avons  fait  celle  des  frayions 
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, principales  donnée  ci-dcfTus.  Les  bornes 
de  cet  Ouvrage  ne  nous  permettent  pas  de 
les  inférer  ici  dans  toute  leur  étendue  ; mais 
on  peut  les  trouver  au  befoin  dans  le  chap. 
XI  de  l’Algcbre  de  Wallis , ( Operum  Ma - 
thcmat.  vol.  II.  ) 

Remarque. 

ai.  La  première  folution  de  ce  problème 
a été  donnée  par  Wallis  dans  un  petit  Traité 
qu’il  a joint  aux  Œuvres  poffhumes  d’Hor- 
rocius,  & on  la  retrouve  dans  l’endroit 
cité  de  fon  Algèbre  ; mais  la  méthode  de 
cet  Auteur  eft  indireéle  & fort  laborieuie. 
Celle  que  nous  venons  de  donner  eft  due 
à Huyghens , & on  doit  la  regarder  comme 
une  des  principales  découvertes  de  ce  grand 
Géomètre.  La  conftruftion  de  fon  auto- 
mate planétaire , paroît  en  avoir  été  l’oc- 
cafion.  En  effet  il  eft  clair  que  pour  pouvoir 
repréfeffter  exa&ement  les  mouvemens  & 
les  périodes  des  planètes,  il  faudroit  em- 
ployer des  roues  où  les  nombres  des  dents 
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fuflent  précifément  dans  les  mêmes  rapports 
<jue  les  périodes  dont  il  s’agit  $ mais  comme 
on  ne  peut  pas  multiplier  les  dents  au-delà 
-d’une  certaine  limite  dépendante  de  la 
grandeur  de  la  roue , &:  que  d’ailleurs  les 
périodes  des  planètes  font  incommenfura- 
bles  ou  du  moins  ne  peuvent  être  repré- 
sentées avec  une  certaine  exa&itude  que 
par  de  très-grands  nombres  , on  eft  obligé 
de  le  contenter  d’un  à peu  près , &:  la  dif- 
ficulté fe  réduit  à trouver  des  rapports  ex- 
primés en  plus  petits  nombres , qui  appro- 
chent autant  qu’il  eft  poflible  de  la  vérité, 
& plus  que  ne  pourroient  faire  d’autres 
rapports  quelconques  qui  ne  feroient  pas 
conçus  en  termes  plus  grands. 

Huyghens  réfout  cette  queftion  par  le 
moyen  des  fraélions  continues  , comme 
nous  l’avons  fait  ci-deftus } il  donne  la  ma- 
niéré de  former  ces  fraftions  par  des  divi- 
sons continuelles , & il  démontre  enfuite 
les  principales  propriétés  des  fra&ions  con- 
vergentes qui  en  réfultent , fans  oublier 
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même  les  fra&ions  intermédiaires.  Voyez 
dans  fes  Opéra  pojlhuma  le  Traité  intitulé 
JDefcriptio  automati  planetarii. 

D’autre>  grands  Géomètres  ont  enfuite 
conlidéré  les  fra&ions  continues  d’une  ma- 
niéré plus  générale.  On  trouve  fur-tout  dqjis 
les  Commentaires  de  Pétersbourg , ( tom. 
IX  & XI  des  anciens,  6c  tom.  IX  & XI 
des  nouveaux  ) , des  Mémoires  d’Euler 
remplis  des  recherches  les  plus  favantes 
& les  plus  ingénieufes  fur  ce  fujet  $ mais 
la  théorie  de  ces  fra&ions , envifaçée  du 
côté  arithmétique  qui  en  eft  le  plus  inté- 
reflant , n’avoit  pas  encore  été , ce  me 
femble  , autant  cultivée  qu’elle  le  méritoit; 
c’eft  ce  qui  m’a  engagé  à en  compofer  ce 
petit  Traité  pour  la  rendre  plus  familière 
aux  Géomètres.  Voyez  aufîi  les  Mémoires 
de  Berlin  pour  les  années  1767  6c  1768. 

Au  refte  cette  théorie  efl:  d’un  ufage  très- 
étendu  dans  toute  l’Arithmétique,  & il  y 
a peu  de  problèmes  de  cette  fcience au 
moins  parmi  ceux  pour  lefquels  les  réglés 
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ordinaires  ne  fuffifent  pas , qui  n’en  dépen- 
dent directement  ou  indirectement.  Jean 
Bernoulli  vient  d’en  faire  une  application 
heureufe  & utile  dans  une  nouvelle  efpece 
de  calcul  qu’il  a imaginé  pour  faciliter  la 
ConltruCtion  des  tables  de  parties  propor- 
tionnelles. Voyez  le  tome  I de  fon  Recueil 
pour  les  AJlronomes. 
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PARAGRAPHE  IL 

Méthodes  pour  déterminer  les  nombres 
entiers  qui  donnent  les  minima  des  for- 
mules indéterminées  à deux  inconnues . 

Les  queftions  dont  nous  allons  nous 
occuper  & pour  lefquelles  nous  allons 
donner  des  méthodes  dire£les&  générales, 
font  d’un  genre  entièrement  nouveaif  dans 
l’analyfe  indéterminée.  On  n’avoit  point 
encore  appliqué  cette  analylè  aux  pro- 
blèmes de  maximis  & minimis  ; nous  nous 
propofons  ici  de  déterminer  les  minima 
des  fra&ions  rationnelles,  entières  & homo- 
gènes à deux  inconnues , lorfque  ces  in- 
connues doivent  être  des  nombres  entiers. 
Cette  recherche  nous  conduira  encore  à 
la  théorie  des  fraélions  continues,  & fer- 
vira  à donner  à certe  théorie  de  nouveaux 
degrés  de  perfeéKon. 

Problème  I. 

13.  Etant  donnée  une  quantité  pojîtht 
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a,  & fuppofant  que  y & z ne  puijfent  être 
que  des  nombres  entiers  poftifs  & premiers 
entreux  ; on  demande  de  trouver  les  valeurs 
de  ces  nombres  qui  rendront  la  formule 
y — az  un  minimum  ( al  fraction  faite  du 
fgne)  relativement  à tous  les  nombres  plus 
petits  qu'on  peurroit  fubjhtuer  pour  y & z. 

Soient  p & q des  nombres  entiers  & 
premiers  entr’eux  , qui , étant  fubftitués 
pour^j'  & { dans  la  formule  y — a^ , la 
rendent  plus  petite  que  (i  on  y fubftituoit 
•d'autres  nombres  moindres  que  p & <7. 
Donc  prenant  pour  r & f des  nombres 
quelconques  entiers  pofitifs  & premiers 
entr’eux , mais  moindres  que  p & q , il 
faudra  que  la  valeur  de  p — aq  foit  moin- 
dre que  celle  de  r — af,  abftraétion  faite 
des  figues  de  ces  quantités , c’eft-à-dire  en 
les  prenant  l’une  & l’autre  pof.tivement. 
Prenons  r & / tels  que  l’a  voit  pf—qr 
— +i,le  figne  fupérieur  ayant  beu  lorf- 
que p — aq  fera  polîtif,  &:  l’intérieur  lorfque 
p — aq  fera  négatif.  (Nous  verrons  dans 
pn  moment  qu’il  cft  toujours  pcfîible  de 
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trouver  des  nombres  qui  fatisfaflent  à 
cette  condition.)  Je  vais  prouver  que 
tous  les  autres  nombres  moindres  que  p 
Si  q , qu’on  l'ubffitueroit  pour  y Si  { , 
rendroient  la  formule  y — a ^ (abftraéKon 
faite  du  ligne)  plus  grande  que  p — aq 
& que  r — af. 

En  effet , il  cft  clair  qu’on  peut  fuppofer 
en  général 

y=PtJTru>  & \ — qt- \-Jfiy 

t Si  u étant  deux  inconnues  ; or  par  la  rc- 
fclution  de  ces  équations  on  a 

,, . 

pf-r  ’ r-rf* 

donc , à caufe  de pf—qr=±  1 , t=i+(Jy 
— r f),  Si  u=+(qy — pÿ  ; d’où  l’on  voit 
que  t Si  u feront  toujours  des  nombres  en- 
tiers, puifque/>,  q , r , J Si  y , { font  fup- 
pofés  entiers. 

Donc  t Si  u étant  des  nombres  entiers , 
& p , q , r,/ des  nombres  entiers  pofîtifs, 
il  eft  clair  que  pour  que  les  valeurs  dey 
& ^ foient  moindres  que  celles  de  p Si  y, 
il  faudra  néceffairemenr  que  les  nombres 
4 Si.  u foient  de  fignes  différais. 
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Maintenant  je  remarque  que  la  valeur 
de  r — af  fera  aulïï  de  différent  ligne  crue 
celle  de  p — aq  ; car  faifant  p — aq=Pt 
& r — c f—R , on  aura^=a-|-£,  j.=a 
•\~ji  mais  l’équation  pf — qr=  + i , donne 
p- — r?=-\--  ; donc- — ^ = donc  , 

puifqu’on  fuppole  que  le  ligne  ambigu  Toit 
pris  conformément  à celui  de  la  quantité 
p—aq  ou  P y il  faudra  que  la  quantité^ 
— *foit  flWitive  fi  P eff  pofitif,  & né- 
gative , fi  P eff  négatif  ; or  comme  f eff 
, 8e  que  R eff  plus  grand  que  P , {hyp.)y 
il  eff  clair  que  y fera  à plus  forte  raifon  plus 
grand  que-,  ( abffraélion  faite  du  ligne); 

^ • t P R 

donc  la  quantité  - — y fera  toujours  de  ligne 
différent  de  c’eff-à-dire  de  Ry  puifque 
f eff  pofitif  ; donc  P 8c  R feront  nécef- 
l'airement  de  lignes  différons. 

Cela  pofé,  on  aura  en  fubffituant  les 
valeurs  ci-deffus  dey  8e  \ y — a\=(p 
— aq)  r — }—  ( /- — af)u=z=Pt-]-Ru ; or  ttk  u 
étant  de  lignes  différens,  aulïï  bien  que  P 
8c  K , il  eff  clair  que  Pt  & Ru  feront  des 

quantités 
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quantités  de  mêmes  lignes  j donc  puifque 
/ & u font  d’ailleurs  des  nombres  entiers , 
il  eft  viflble  que  la  valeur  d e y — az  fera 
toujours  plus  grande  que  P & que  R , c’eft- 
à-dire  que  les  valeurs  de  p — aq  & de 
r — û/,  abftraéiion  faite  des  lignes. 

Mais  il  relie  maintenant  à favoir  li  les 
nombres  p & q étant  donnés , on  peut  tou- 
jours trouver  des  nombres  r&  /moindres 
que  ceux-là , & tels  que pf- — qr=+  1 , les 
fignes  ambigus  étant  à volonté  ; or  cela  fuit 
évidemment  de  la  théorie  des  fraétions  con- 
tinues ; mais  on  peut  aufli  le  démontrer  di- 
reéiement  & indépendamment  de  cette 
théorie.  Car  la  difficulté  fe  réduit  à prouver 
qu’il  exilie  néceflairement  un  nombre  entier 
politif  & moindre  que/?,  lequel  étant  pris 
pour  r,  rendra  qr+  1 divilible  par  p ; or 
fuppofons  qu’on  fubltitue  fucceffivement  à 
la  place  de  r les  nombres  naturels  1 , x , 
3 , &c.  jufqu’à  p , & qu’on  divil'e  les  nom- 
bres q±  I , i/ + I , 3 q+  I , &c.pq  + i par  p, 
on  aura/?,  relies  moindres  que/?,  qui  feront 
néceflairement  tous  dliférens  les  uns  des 
Tome  II.  F f 
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autres;  car  fi  par  exemple  m/+i  & nj 
+ i , ( m & n étant  des  nombres  entiers  dif- 
ferens  qui  ne  furpaffent  pas p ) , étant  di- 
vifés  par  p , donnoient  un  même  refie , il 
eft  clair  que  leur  différence  ( m — n)  q , 
devroit  être  divifible  par  p ; or  c’eft  ce  qui 
ne  fe  peut , à caufe  que  q eft  premier  à p , 
& que  m — n eft  un  nombre  moindre  que  p. 
Donc  puifque  tous  les  refies  dont  il  s’agit, 
font  des  nombres  entiers  pofitifs  moindres 
que/?  & différens  entr’eux,  & que  ces  reftes 
font  au  nombre  de/? , il  eft  clair  qu’il  faudra 
néceffairement  que  le  zéro  fe  trouve  parmi 
ces  refies , & conféquemment  qu’il  y ait 
un  des  nombres  6’c. 

pq±i,  qui  foit  divifible  par/?  ,•  or  il  eft  clair 
que  ce  ne  peut  être  le  dernier  ; ainfi  il  y 
aura  lurement  une  valeur  de  r moindre  que 
/?,  laquelle  rendra  rq  + 1 divifible  par  p ; 
& il  eft  clair  en  même  temps  que  le  quotient 
fera  moindre  que  q ,•  donc  il  y aura  tou- 
jours une  valeur  entière  & pofitive  de  r 
moindre  que  p , & une  autre  valeur 
pareille  de  / & moindre  que  q , lefi 
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quelles  fatisferont  à 1 équation  f = , 

ou  pf — <jr=+  1. 

z 4.  On  voit  par-là  que  les  nombres  r 
& f font  parmi  les  nombres  moindres  que 
p & q , ceux  qui  rendent  la  formule^ — 
la  plus  petite. 

Nous  dénoterons  pour  plus  de  {implicite 
les  nombres  r Si  f par  p'  & q'  $ on  aura 
ainfi  la  condition  pq' — qp'=.+  1 , & les 
quantités/»  — aq , p'  — aq'  feront  les  deux 
minima  confécutifs  dans  la  férié  des  valeurs 
de  y — en  prenant  pour  ^ Si  ^ tous 
les  nombres  qui  ne  furpafient  pas  p Si  q : 
ces  minima  feront  de  lignes  contraires , &: 
Je  fécond  immédiatement  plus  grand  que 
le  premier. 

Il  elt  clair  qu’on  peut  trouver  de  même 
deux  autres  nombres/»"  & q"  moindres  que 
p'  Si  q'  t & qui  aient  avec  ceux-ci  la  même 
relation  que  /»'  & q'  ont  avec  p Si  q.  Ainli 
comme  />'  — aq'  eft  de  ligne  contraire  à 
ap — aq,i\  faudra  faire  p'q" — q'p"—  + 1 ; 
Si  la  quantité  /»"  — aq"  fera  de  ligne  con- 
traire à /»'  — aq'  Si  plus  grande  que  cclle- 

F f z 
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ci,  mais  en  même-temps  elle  fera  plus 
petite  que  toute  autre  valeur  de  y — a i 
tant  que  y & i feront  moindres  que  p'  & 
q'.  En  continuant  le  même  raifonnement , 
on  trouvera  encore  des  nombres  p'" , q'" 
moindres  que  p" , q" , tels  que  p"  q'" — q" 
/>'"=+ 1 , & qui  rendront  la  quantité 
p'"  — aq"'  du  ligne  contraire  à p" — aq"  & 
plus  grande  que  p"  — aq" , mais  moindre 
que  fi  on  prenoit  pour  p'"  & q'"  d’autres 
nombres  moindres  que  p"  & q" , & ainfi 
de  fuite. 

On  aura  de  cette  maniéré  deux  fuites 
de  nombres  entiers  décroiflans  p , p' , p"  > 
p , &c.  q y q' , q " , ÿm  , tels  que 

— <1  P'  =±  1 

P'  ?"—?>"—+ 1 

_ll  .111  „ll  _III [_  , /’i  - 

p q — q p = + I , CrC*. 

& qui  donneront  la  fuite  des  minlma 

P ~aJ 
P'  — aT 

p"  — aq" 
p'"  — aq'"  , &c. 

de  la  formule  y — ai;  ces  mlnima  feront- 


\ 
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fucceflîvement  des  lignes  différens , & for- 
meront une  fuite  croiflante , telle  que 
chaque  terme,  comme  p"  — aq"  fera  un 
minimum  relativement  aux  valeurs  de  y 
. & 1 moindres  que  p'  & q'. 

D’où  il  s’enfuit  que  les  termes  corref- 
pondans  des  deux  fériés  p,  p' , />" , &c. 
q , q' , q"  , &c.  ont  des  propriétés  analogues, 
& réfolvent  tout  le  problème  propofé. 

Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver 
les  deux  fériés. 

Pour  cela  je  remarque,  t°.  qu’en  ajou- 
tant enlemble  les  équations  pq'  — qp'=+ 1 , 
& p'q"  — q'  p"  = + 1 , on  a (p—p'r) 
q'  — (f — q"  )P'  = o , fa  voir  q'  (y  —p") = p ' 
(q — q")  ; donc  puifque  cette  équation 
doit  fubfifler  en  nombres  entiers , & que 
p' , q'  font  premiers  entr’eux  en  vertu  de 
l’équation  pq'  — qp'=+  1 , il  faudra  que 
p — p"  foit  divihble  par  p'  ,•  ainfi  nommant 
m le  quotient  de  cette  divifion , on  aura 
p — p"=np'  Si  p=zpp'  -f-yP1'  i alors  l’équs- 
tion  deviendra  1*  q'  = q — q" , ce  qui  donne 
de  même  q~pq'-\-q". 

Ff  3 
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On  trouvera  de  la  même  manière  en 
ajoutant  enfemble  les  deux  équations 

? <1" p"=+* p" f'-q" pm =±* , 

& faifant  des  raifonnemens  femblablcs 
p'=n' p"-\-p"' , q'=h' q" , a*'  étant- 
un  nombre  entier , & ainfi  de  fuite. 

Donc  la  loi  des  deux  fériés  dont  il 
s’agit  fera 

P =*  +/>"  7 =A*  ?'  +?" 

/>*■  =/*'>'"  +/’  ?" =/*n 

?",=Ac",?,,r+?T 

&C.  » fi’C. 

les  nombres  ^ , /*’  , /*" } &c.  étant  tous  entiers 
pofitifs , & les  nombres  p , p'  , p" , p'" , &c. 
q , q' , q"  , , 6*c.  formant  deux  fériés 

continuellement  décroiflantcs. 

On  voit  par  cette  loi  qu’il  fuffira  de 
connoître  les  nombres  > /*' , H-”  , &c.  pour 
pouvoir  trouver  tous  les  termes  des  deux 
fériés , lorfqu’on  en  connoîtra  les  deux 
derniers. 

La  fubftitution  des  valeurs  précédentes 
donne 
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P —aq  z=n  (p'  —aq'  )-f -p"  —cq" 

p'  —*q'  =/*•  (/>"  — 

^ —aq''=t*''  (p'"—aq'“)+p”—aq" 
/>*" — af''=n"'(p''— aq”)+p'  —af, 
&c. 

d’où  l’on  tire 


t* 


— P—al  | 
Z7'— 

*_p'—acï  1 

— ûÿ"  ' 

TT  _pu—aqn 


aq" — 

_l  __t  ? 

p ~aq 


aq"—p'" 

P"-aq"  ’ 

- -IV „IV 

1 aq  p 

■ n111 /7/7111  * 


&C. 


On  a vu  plus  haut  que  les  quantités 
p — aq  , p1  — aq1,  p" — aq11 , &c.  forment 
une  fuite  de  termes  qui  vont  en  augmen- 
tant , & qui  font  alternativement  pofitifs 
et  négatifs  ; d’où  il  fuit  que  les  fraélions 


l—aq_  p^—a£_  p11  -7 5”  ^ ont  tou. 
p1 — a]1  ’ p'1 — aq " p'11 — aqin 

tes  des  valeurs  négatives  & moindres  que 
l’unité  , & qu’au  contraire  les  fraftions 

aq"-P11  aq"jPPE^  $c.  font  toutes  poü- 

. n si 1 * 7 * 1 


p1 — aq 1 * p“ — 
tives  & plus  grandes  que  l’unité.  Ainfi 

Ff  4 


45  6 Addition  si 


comme  les  valeurs  des  premières  font  ren- 
fermées entre  les  limites  o et  — 1 , on 
pourra  fubftituer  ces  limites  à leur  place^ 
ce  qui  donnera 


P"  ^ af—P 
p'—oq'  p'—aq' 


aq"'—p"'  ^ aq'"—p 

p" — aq “ p" — aq" 


P"< 


Of-P" 

p'" — aq1" 


> 


<tq'y—p'r 
p"'  —aq'" 


— I , &C. 


11  eft  clair  que  ces  limites  fuffiront  pour 
déterminer  les  nombres  ^ , p.' , p."  , &c. 
puifqu’on  fait  que  ces  nombres  doivent  être 
tous  entiers.  Par  ce  moyen  la  détermina- 
tion de  f*  ne  dépendra  que  des  quatre  termes 
p'tP",  q\q"  > celle  de  p'  ne  dépendra  que 
de  p" , p"1 , q" , qm  , & ainfi  de  fuite  ; par 
conféquent  en  connoiflant  les  valeurs  de 
p\  p"  & q'  y q" , on  trouvera  d’abord  p., 
enfuite  on  aura  p & q par  les  formules 
p=pp'-\-p">  q=pq'~\-q"  données  ci-deflus. 

De  mêmeen  connoiflant  feulement  les  ter- 
mes p",p'" , q\  q'" , on  trouvera  d’abord  p<  par 

. aq"'—p'"  aq'" — p'" 

la  condition  de  p-'  < ~ ^ > 
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enfuite  on  aura p\  q'  par  les  formules p,=fj.'px 
q'—y.' q"-^-q"'  j delà  on  trouverai, 
& enfin  p tk  q , fk  ainfi  de  fuite. 

D’où  l’on  peut  conclure  qu’il  fuffira  de 
connoître  les  deux  derniers  termes  de  cha- 
cune des  deux  fériés  correfpondantes^ , , 

p"  y p"'  y&C.  q y , ÿ"  , q'"  , 6’C.  pOUt  pOU" 

voir  remonter  de  là  fuccefiivemcnt  à tous 
les  autres  termes  , tk  connoître  les  çleux 
fériés  entières. 

Ce  problème  ed  donc  réduit  maintenant 
à trouver  les  deux  derniers  termes  de  ces 
fériés. 

Pour  cela  je  remarque  que  par  leur  na- 
ture elles  doivent  le  terminer  l’une  & l’autre 
à zéro  ; car  les  formules pz=np'-\-p" , p’= 
h-' p"-\-pl"  , &c.  font  voir  que  a*  ell  le  quo- 
tient & p"  le  relie  de  la  divifion  de  p par 
p' , que  h-'  teft  le  quotient  & p'"  le  relie  de 
la  divifion  de  p"  par  p' , & ainfi  de  fuite  , 
de  maniéré  que/?" , p'" , &c.  font  les  relies 
que  l’on  trouve  en  cherchant  le  plus  grand 
commun  divifeur  des  deux  nombres  p & 
p'  qui  font  fuppofés  premiers  entr’eux  j 
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par  conféquent  on  doit  néceffairement  par- 
venir à un  relie  nul.  On  doit  dire  la  même 
chofc  des  nombres  q"  , q'" , &c.  qui  ne  font 
que  les  différens  refies  qui  réfulteroient  de 
la  recherche  du  commun  divifeur  de  q & q\ 

Suppofor.s  que  la  férié  q , q'  ,q"  , &c.  le 
termine  avant  fa  correfpondante  p yp'  ,p" , 
&c.  tk  foit  par  exemple,  q'y= o;  donc 
l’équation  p'"  q"  — q'"p'r=  + i fe  réduira 
à qm p”  + i , d’où,  à caufeque  q'"  8c  p ,v  ne 
peuvent  être  que  des  nombres  entiers  po- 
litifs , il'  fuit  que  q"'=  i & p”  = i : ainli 
les  deux  quantités  p"'  — aq"\  p'r — aq”  de- 
viendront p'"  — a i.  Mais  nous  avons  vu 

que  ces  quantités  doivent  être  des  lignes 
différens,  & qu’abftraftion faite  des  lignes, 
la  fécondé  doit  être  plus  grande  que  la  pre- 
mière , ces  quantités  étant  deux  termes 
confécutifs  de  la  férié  des  minima  ,•  donc 
il  faudra  que  a — p'"  > o & < i ; par  con- 
féquent p'"  < a & > a — I. 

Ainli  p'"  fera  connu  , parce  que  devant 
être  un  nombre  entier  , il  ne  pourra  être 
que  le  nombre  entier  qui  tombera  entre 
a 8c  a — i. 
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Donc  en  général  dans  le  cas  dont  il  s’a- 
gît , les  deux  derniers  termes  de  la  férié  q , 
q' , q'1 , &c.  feront  1 , o } & les  correfpon- 
• dans  de  la  férié  p , p' , p" , &c.  feront  * , 1 ; 
en  dénotant  par  * le  nombre  entier  qui 
tombe  entre  a fk  a — 1. 

Suppofons  maintenant  que  ce  foit  la  férié 
p,pl  ,p'1 , &c.  qui  fe  termine  la  première, 
& foir  ptv , par  exemple,  — o ; alors  l’équa- 
tion p"'  q” — q'"p"=  + 1 devenant  p'"q",= 
+ 1 , donnera  par  la  raifon  que  p"1  & q" 
doivent  être  entiers  pofitifs  , p'"  — 1 , q"' 
= 1 ; de  forte  que  les  deux  quantités  p'"  — 
aq'"  , p'r — aq " qui  doivent  être  de  figue 
contraire  , & la  fécondé  plus  grande  que 
la  première  , deviendront  1 — aq'1' — a ; 
d’où  il  fuit  qu’il  faudra  que  1 — aq'"  > o & 
O;  ce  qui  donne  q'"  < j & ÿu'4“i  > 
j,  &par  conféquent^’"  < i > ^ — 1 j c’eft- 
à-dirc  que  q'"  devra  être  le  nombre  entier 
qui  tombera  entre  - & - — 1. 

1 a a 

Donc  en  général  dans  ce  fécond  cas  les 
deux  derniers  termes  de  la  férié  p ,p\  p"  £’c. 
feront  1 , o $ & les  correfpondans  dans  la 
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férié  q , q' , q"  &c.  feront  ,3 , 1 , en  dénotant 

par  Æ le  nombre  entier  qui  tombera  entre 

a a 

On  voit  par  là  que  le  premier  cas  aurd* 
lieu  lorl'que  a eft  un  nombre  plus  grand 
que  l’unité  , & que  le  fécond  aura  lieu 
lorfque  a fera  moindre  que  l’unité. 

Connoiflar.t  ainfi  les  deux  derniers  termes 
correfpondnns  des  fériés  p , p' , p" , &c.  q , 
q' , q"  , &c.  on  pourra , par  les  formules  don- 
nées plus  haut , trouver  fuccelîivement  , 
en  remontant , tous  les  termes  de  ces  fériés 
qui  réfolvent  le  problème  propofé. 

25.  Il  eit  plus  commode  de  considérer 
ces  fériés  à rebours,  en  commençant  par 
les  derniers  termes.  Ainfi  nous  avons  deux 
fériés  croiffantes  que  nous  repréfenterons 
pour  plus  de  commodité  de  cette  ma- 
niéré : 

r»1  *%**  --fît  C,.  o -i  _i  I -in  Cj 

P » P * P •>  P J • ‘J  » *7  » ? J ? jCC. 
& pour  Iefquelles  nous  avons  les  détermi- 
nations fuivantes  : 

Si  a > 1 

P°=l,p'<a>a—it  q°= o,  q'—  1, 
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Si  a < 1 

f=o 9p'=i9  f=i,  y'<î>r— 13 

enfuite 

P"  =**'  P'  +P°  q'’  =*'  q'  +90 

p'"—ix''p"  4-/ 

p"=r'"p'"-\-p" 

&C.  &c. 

& pour  la  détermination  de  h-' , z*" , z*‘" , &c. 
les  conditions 

P°—af  > P°—«f 


< 


1 9'—p‘ 


/*"  > 

* ^ -•  * _i  1 

a q — ^7  û q 


aq  —p' 
p'—aq' 


•g?  >>  £ — ■ aq 

*"■  ^ aq'“—p" 


aq  —p 

&c.  * # 

Il  eft  bon  de  remarquer  encore  que  le 
fécond  cas  rentre  dans  le  premier.  Car  en 
fuppofant  dans  les  formules  du  premier 
cas  a < 1 , on  aura  néceffuirement  />'•<<* 
> a — i =o;  donc  p°=  1 , p' — O , q°— o, 
q'=t  » & de  là  z*‘  < j>  ~ 1 ,p"  = 1 , 
q"=n'  ; de  forte  qu’ici/J1  ,p"  fk  q'  ,q"  feront 
cc  que  feroient  p° , p'  > q°  y q'  dans  les  for- 
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mules  du  fécond  cas  ; & les  termes  fuivans 
feront  par  conféquent  les  mêmes  dans  les 
deux  cas. 

On  peut  donc  établir  en  général , quel 
que  foit  le  nombre  a , les  déterminations 
fuivantes , 


/*•=! 
p'  — 

p"=*y  +« 

P p ~\-p 

P'-  — h'"p'"Jç-p" 

&C. 

Enfuite 

m < a 


f =o 
q'  = i 

9"=*' 

î"+f 

?'wy+r 

6*c. 


•-.O 

/*'  < P 

— p 

Ccf—P' 

p"  — af 

P"—acl" 


< 


— p 


< 

^ __i  v 


a — h- 


p —aq 


1T  > 


&c. 


où  le  ligne  < dénote  le  nombre  entier  qui 
clt  immédiatement  moindre  que  la  valeur 
de  la  quantité  placée  après  ce  ligne. 
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On  trouvera  ainfi  fucceflivement  toutes 
les  valeurs  de  p 3c  q qui  pourront  fatisfairc 
au  problème , ces  valeurs  ne  pouvant  être 
que  les  termes  correfpondans  des  deux  fériés 
P°,P',  P"  > P'"  » &C.  & q°  , q' , q"  , q"\  &C. 

Corollaire  I. 


26.  Si  on  fait 


-O 

l=P-±_ 
a?—P' 
af—P' 


p — aa  c 

d——t , &c. 

_ „•**  . * 
aq  —p 

on  aura , comme  il  eft  facile  de  le  voir  , 
bz=- 


a — p- 

1 

b — /*‘ 


d= 


C 


&c. 


& ix<Cat^'  <</,  (S’c.donc 

les  nombres  a*  > a , a*"  , «S’c.  ne  feront  autre 
chofe  que  ceux  que  nous  avons  dcfignés 
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par  a,  fi,  y,  &c.  dans  l’art.  3 , c’eft-à-dire 
que  ces  nombres  feront  les  termes  de  la 
frattion  contiguë  qui  repréfente  la  valeur 
de  a , en  forte  que  l’on  aura  ici 

* = /*  + -;,  JL 

^ p”  + » Crc. 


Par  conféquent  les  nombres  p'  ,p",p"' , 
&c.  feront  les  numérateurs  , & q' , q"  , q"' , 
&c.  les  dénominateurs  des  fraélions  con- 
vergentes vers  a , fraélions  que  nous  avons 

défignées  ci-devant  par^,  ^7» 

(art.  10). 

Ainfi  tout  Ce  réduit  à convertir  la  valeur 
de  a en  une  fra&ion  continue  , dont  tous 
les  termes  foient  pofitifs , ce  qu’on  peut 
exécuter  par  les  méthodes  expofées  plus 
haut , pourvu  qu’on  ait  foin  de  prendre 
toujours  les  valeurs  approchées  en  défaut; 
f nfuite  il  n’y  aura  plus  qu’à  former  la  fuite 
des  fraéiicns  principales  convergentes  vers 
a , & les  termes  de  chacune  de  cés  frac- 
tions donneront  des  valeurs  êep&c  q , qui 
refondront  le  problème  propofé  ; de  forte 

que 
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que  - ne  pourra  être  qu’une  de  ces  mêmes 
fra&ions. 

Corollaire  II. 

2,7.  11  réfulte  de  là  une  nouvelle  pro- 
priété des  fraftions  dont  nous  parlons  j 
c’eft  que  nommant  p-  une  des  fraélions 
principales  convergentes  vers  a , ( pourvu 
qu’elles  foient  déduites  d’une  frà&ion  con- 
tinue dont  tous  les  termes  foient  podtifs  ) , 
la  quantité  p — aq  aura  toujours  une  valeur 
plus  petite  , abftraftion  faite  du  (igné  , 
quelle  n’auroit,  (1  on  y mettoit  à la  place 
de  p & q d’autres  nombres  moindres  quel- 
conques. 

Problème  II. 

x8.  Etant  propofée  la  quantité 
Apm  + Bp"1'1  q + Cpm_2q’+  , &c.  + Vqm, 
dans  laquelle  A,  B,  C,  &’C. font  des  nom- 
bres entiers  donnés  poftifs  ou  négatifs , & 
où  p & q font  des  nombres  indéterminés  qu’on 
fuppofe  devoir  être  entiers  & poftifs  ; on  de - 
mande  quelles  valeurs  on  doit  donner  à p & q , 
pour  que  la  quantité  propofée  devienne  la  plus 
petite  qu’il  ell  pofflle.  . 

Tome  IL  G g 
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Soient  «,  g,  y.,  &c.  les  racines  réelles  ; 
& /x  + yy/_i , 77+p  y/ — i,<&c.  les  racines 
imaginaires  cle  l’équation 
Axm-\-Bxm-'-\-Cxm-'+,  &c.  -f  V—oy 
on  aura  par  la  théorie  des  équations  Apm 

-]-  Bpm-xq + Cpm~ Y + » ~\~V  <imJr  A 

(p-«q)(p-W)(p-y<l)“'(p— O+V— 0?) 

} ) ?)  Cp—  (^+p  /“O  ?) 
(p—(p—p  \/— i )q),...=A  (p—aq)  (p—frj) 
(p—> ?)•••  ((p—fx<jy+y''f)  ((p—*iï+f  f)— 

Donc  la  queftion  & réduit  à faire  en 
forte  que  le  produit  des  quantités  />  — , 

P—*q,p—‘rt>&c.8t  (p—^qï+y7q\ 

( p — ■*$)*-{- fq*  y &c.  foit  le  plus  petit  qu’il 
eft  poflible,  tant  que  p & q font  des  nom- 
bres entiers  pofitiis. 

Suppofons  qu’on  ait  trouvé  les  valeurs 
de  p & q qui  répondent  au  minimum  ,•  & 
fi  l’on  met  à la  place  de  p & q d’autres 
nombres  moindres,  il  faudra  que  le  pro- 
duit dont  il  s’agit , acqujcre  une  valeur 
plus  grande.  Donc  il  faudra  néÿeffairement 
que  quelqu’un  des  faéleurs  augmente  de 
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Valeur.  Or  il  ell  vilîble  que  fi  * , par  excmp. 
étoit  négatif,  lefaéleur  p — diminqproit 
toujours  , lorlque  p & 7 décroîtroient  ; la 
même  choie  arriveroit  au  faêteur  ( p — ^.y)* 
-j-dy1 , fi  fx.  étoit  négatif,  & ainli  des  au- 
tres l d’où  il  s’enfuit  que  parmi  les  faêleurs 
fimples  réels  , il  n’y  a que  ceux  où  les  ra- 
cines font  pofitives  qui  puiilent  augmenter 
de  valeur  ; & parmi  les  fa&eurs  doubles 
imaginaires , il  n’y  aura  que  ceux  où  la 
parue  réelle  de  la  racine  imaginaire  fera 
pefitive  qui  puiflent  augmenter  aufii  ; de 
plus  il  faut  remarquer  à Végard  de  ces  der- 
niers, que  pour  que  ( p — /*7)1-|-»'*y1  aug- 
mente tandis  que  p 6e  7 diminuent , il  faut 
néceflairement  que  la  partie  ( p — «.y)1  aug- 
mente . parce  que  l’autre  terme  diminue 
nécefiairemcnt  -,  de  forte  que  l’augmenta- 
tion de  ce  fafteur  dépendra  de  la  quantité 
p — «y  , & ainfi  des  autres. 

- Donc  les  valeurs  de  p & 7 qui  répondent 
au  m’nimumy doivent  être  telles  que  la  quatv 
tité  p — aq  augmente,  en  donnant  à p & 7 
des  valeurs  moindres,  & prenant  pour  a une 
des  racines  réelles  pofitives  de  l’équation 


&c.  -f  F=o, 
eu  une  des  parties  réelles  pofitives  des 
racines  imaginaires  de  la  même  équation  , 
s’il  y en  a. 

Soient  r f deux  nombres  entiers  po- 
fitifs  moindres  que  p & q ; il  faudra  donc 
que  r — af  foit  > p — aq  , ( abll  raétion  faite 
du  fîgne  de  ces  deux  quantités).  Qu’on  fup- 
pofe  , comme  dans  l’article  xy  , que  ces 
nombres  foient  tels  que  pf — qr==.+  i , le 
ligne  fupérieur  ayant  lieu  , lorfque  p — aq 
eft  pofitive  ; oc  l’inférieur,  lorfque/? — aq 
cil  négative  ; en  forte  que  les  deux  quan- 
tités/?— aqSz  r — af  deviennent  de  différons 
lignes  , & l’on  aura  exaéleinent  le  cas  au- 
quel  nous  avons  réduit  le  problème  pré- 
cédent , ( art.  1 4 ) , & dont  nous  avons  déjà 
donné  la  folution. 

Donc  ( art.  x6  ) les  valeurs  de  p de  q 
devront  néceflairement  fe  trouver  parmi 
les  termes  des  fractions principales  conver- 
gentes vers  a , c’eff-à-dire  vers  quelqu’une 
des  quantités  que  nous  avons  dit  pouvoir 
être  prifes  pour  a.  Ainfi  il  faudra  réduire 


O—  t . 
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toutes  ces  quantités  en  fractions  continues, 
C ce  qu’on  pourra  exécuter  facilement  par 
les  méthodes  enfeignées  ailleurs  ) , & en 
déduire  enfuite  les  fractions  convergentes 
dont  il  s’agit , après  quoi  on  fera  (uccefîi- 
vement  p égal  à tous  les  numérateurs  de 
ces  fractions , & q égal  aux  dénominateurs 
corrofpondans , & celle  de  ces  fuppofitions 
qui  donnera  la  moindre  valeur  de  la  fonc- 
tion propofée  , fera  néceflairement  aufii 
celle  qui  répondra.au  .minimum  cherché. 

Remarque  I. 

ag.  Nous  avons  fuppofé  que  les  nombres 
p St  q dévoient  être  tous  deux  pofitifs  ; il  cft 
clair  que  fi  on  les  prenoit  tous  deux  né- 
gatifs, il  n’en  réfulteroit  aucun  changement 
dans  la  valeur  abfolue  de  la  formule  propo- 
fée ; elle  ne  feroit  que  changer  de  ligne 
dans  le  cas  où  l’expofant  m feroit  impair  -y 
& elle  demeureroit  abfolu ment  la  même, 
dans  le  cas  où  l'expofant  m (croit  pair  ; ainfi 
il  n’importe  quels  (ignés  on  donne  aux  nom- 
bres p & q , lorfqu’on  les  fuppofe  tous  deux, 
de  mêmes  (ignés.  G g 3 
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Mais  il  n’en  fera  pas  de  même , fi  on 
donne  à p & q des  lignes  différens  j car 
alors  les  termes  alternatifs  de  l'équation 
propofée  changeront  de  ligne  , ce  qui  en 
fera  changer  auili  aux  racines  « , £ , y , &c. 

/j.  + >■  yj  — i , w + p »/  — i , &C.  de  forte  que 
celles  des  quantités  « , y8 , * # &c.  /*,  * , &c. 
qui  étoient  négatives  , & par  conféquent 
inutiles  dans  le  premier  cas , deviendront 
pofitives  dans  celui-ci , 6c  devront  être  em- 
ployées à la  place  des.  autres. 

De  1;\  je  conclus  en  général  que  lorfqu’on 
recherche  le  minimum  de  la  formule  pro- 
pofée fans  autre  reftri&ion  , finon  que  p 
tk  q foient  des  nombres  entiers  , il  faut 
prendre  fuccefiivemcnt  pour  a toutes  les 
racines  réelles  «,  £,  &c.  & toutes  les 

parties  réelles^,  &c.  des  racines  ima- 
ginaires de  l’équation 
A &c.  -f-  V—  o , 

en  faifant  abfiraction  des  lignes  de  ces 
quantités  ; mais  enfuite  il  faudra  donner  à 
p tk  q les  mêmes  lignes  , ou  des  lignes  dif- 
férens, fuivant  que  la  quantité  qu’on  aura 
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prife  pour  a , aura  eu  originairement  Te 
figne  politif  ou  le  ligne  négatif. 

Remarque  II. 

30.  Lorfque  parmi  les  racines  réelles 
£ e-c.  il  y en  a de  commenfurables  , 
alors  il  efl  clair  que  la  quantité  prepofée 
deviendra  nulle  , en  faifant p-  égal  à une  de 

' ij 

ces  racines  ; de  forte  que  dans  ce  cas  il 
n’y  aura  pas , à proprement  parler , de  mi- 
nimum ; dans  tous  les  autres  cas  il  fera  im- 
poflibîe  que  la  quantité  dont  il  s’agit  der 
vienne  zéro  , tant  que  p & q feront  des 
nombres  entiers  ; or  comme  les  coeiKciens 
A , B , C , &c.  font  aufïi  des  nombres  en- 
tiers , ( hyp- ) cette  quantité  fera  toujours 
égale  à un  nombre  entier  , & par  confé- 
quent  elle  ne  pourra  jamais  être  moindre 
qne  l’unité. 

Donc  fi  on  avoit  à réfoudre  en  nombres 
entiers  l’équation 

Apm+Bpm-l<j+Cfm-y+&c.  + Vi]m=±  1 , 
il  faudroit  chercher  les  valeurs  de  p & cj 
par  la  méthode,  du  problème  précédent. 

Cg  4 
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excepté  dans  les  cas  où  l'équation 
Axm  -f  - Bxm~'  - j-  Cx m-1  -j-  , &c.  4-  V=  o , 
auroit  des  racines  ou  des  divifeurs  quelcon- 
ques commenfurables  ; car  alors  il  efl  vi- 
fible  que  la  quantité 

-f-  , &c. 

pourroit  fe  décompofer  en  deux  ou  plu- 
lîcurs  quantités  feiïiblables  de  degrés  moin- 
dres j de  forte  qu’il  faudroit  que  chacune 
de  ces  formules  partielles  fût  égale  à l’unité 
en  particulier  , ce  qui  dohneroit  pour  le 
moins  deux  équations  qui  ferviroient  à dé- 
terminer p & q. 

Nous  avons  déjà  donné  ailleurs , ( Mé- 
moires de  l*  Académie  de  Berlin  pour  l'année 
ijGS),  une  folution  de  ce  dernier  pro- 
blème $ mais  celle  que  nous  venons  d'in- 
diquer c(l  beaucoup  plus  fimple  & plusdi- 
reéle  , quoique  toutes  les  deux  dépendent 
de  la  même  théorie  des  fraéUons  continues. 
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Problème  III. 

3 1 . On  demande  les  valeurs  de  p & de  q , 
qui  rendront  la  quantité 

Ap5-f  Bpq-f-Cq* 

la  plus  petite  qu’il  ejl  pojjiblc  , dans  l’hy - 
pothefe  quon  n'admette  pour  p & q que  des 
nombres  entiers. 

• Ce  problème  n’cft , comme  l’on  voit , 
qu’un  cas  particulier  du  précédent  ; mais 
nous  avons  cru  devoir  le  traiter  en  parti- 
culier , parce  qu’il  eft  fufceptible  d’une  fo- 
lution  très- fimple  & très-élégante  , & que 
d’ailleurs  nous  aurons  dans  la  fuite  occafion 
d’en  faire  ufage  dans  la  réfolution  des  équa- 
tions du  fécond  degré  à deux  inconnues  , 
en  nombres  entiers. 

Suivant  la  méthode  générale  il  faudra 
donc  commencer  par  chercher  lès  racines 
de  l’équation 

A x'  B x C =0  y 
lcfquelles  font , comme  l’on  fait , 

— Æ+y(£’_  4^C 
zA 
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Or,  1 — 4^Ceft  égal  à nn  nom- 

bre quarré , lesdeux  racines  feront  commen- 
furables , & il  n’y  aura  point  de  minimum 
proprement  dit , parce  que  la  quantité  Ap1 
*\-B pq-\-Cqz  pourra  devenir  nulle. 

2°.  Si  B1  — 4 AC  n’eftpas  quarré,  alors 
les  deux  racines  feront  irrationnelles  ou 
imaginaires  , fuivant  que  B1 — 4 AC  fera 
> ou  <0  , ce  qui  fait  deux  cas  qu’il  faut 
confidérer  féparément  j nous  commence- 
rons par  le  dernier  qui  cft  le  plus'  facile 
à réfoudre. 

# • 

Premier  cas  lorfjue  B’- — ,fAC<(o. 

32.  Les  deux  racines  étant  dans  ce  cas 
imaginaires  , on  aura  ~—A  pour  la  partie  toute 
réelle  de  ces  racines , laquelle  devra  par 
conféquent  être  'prife  pour  a.  Ainfi  il  n’y 
aura  qu’à  réduire  la  fra&ion  (en  faifunt 
abftraélion  du  figne  qu’elle  peut  adoir  ) , 
en  fraêlion  continue  par  la  méthode  de 
l’art.  4 , & en  déduire  enfuite  la  férié  des 
fraélions  convergentes  (art.  10 ) , laquelle 
fera  néceffairement  terminée  j cela  fait  , 
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on  elïayera  fucceflivement  pour  p les  nu- 
mérateurs de  ces  frayions , & pour  q les 
dénominateurs  corrcfpondans  , en  ayant 
foin  de  donner  à p & q les  mêmes  lignes 
ou  des  lignes  différens , fuivant  que  ^ fera 
un  nombre  politif  ou  négatif.  On  trouvera 
de  cette  maniéré  les  valeurs  de/?  & q , qui 
peuvent  rendre  la  formule  propofée  un 
moindre. 

Exemple. 

Soit  propofée  , par  exemple  , la  quantité 
49  P*  238  pq-|-  2C)oq’. 

On  aura  donc  ici  A = 49,  B = — 238, 
C—i 90  ; donc  Br — 4 AC— — 196  ,*  & 
=-|=—.  Opérant  donc  fur  cette  frac- 
tion  de  la  maniéré  enfeignée  dans  l’art.  4 , 
on  trouvera  les  quotiens  2,  z,  3 , à l’aide 
defquels  on  formera  ces  fra&ions,  (voyez 
l’art.  20), 

2,2,3.  . 

L 1 I LZ 

o * 1 f 1 1 7 ' * 

De  forte  que  les  nombres  à eiïayer  feront 
ii  2,  5,  i7*pour  p,  &o,  1 , 2, 7 pour  q; 
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or  daignant  par  P la  quantité  propofée  , 
on  trouvera 

p q P 
i o 49 

1 1 10 

5 1 5 

17  7 49  i 

d’où  l’on  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  P 
eft  5 , laquelle  réfulte  de  ces  fuppofitions 
p — 5 & ÿ— 1 » aûifi  on  peut  conclure  en 
général  que  la  formule  propofée  ne  pourra 
jamais  devenir  plus  petite  que  5 , tant  que 
p & q feront  des  nombres  entiers  ; de  forte 
que  le  minimum  aura  lieu  , lorfque  p-j 

&C  q=  2. 

Second  cas  lorfque  B*  — 4 A O O. 

33.  Comme  dans  le  cas  préfent  l’équa- 
tion A x'-\-  B x-lç-C—o  a deux  racines 
réelles  irrationnelles  , il  faudra  les  réduire 
l’une  & l’autre  en  fraftions  continues.  Cetre 
opération  peut  fe  faire  avec  la  plus  grande 
facilité  par  une  méthode  particulière  que 
nous  avons  expofée  ailleurs  f & que  nous 
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croyons  devoir  rappeler  ici,  d’autant  qu’elle 
fe  déduit  naturellement  des  formules  de 
l’article  2.5  , &:  qu’elle  renferme  d’ailleurs 
tous  les  principes  nécefiaires  pour  la  folu- 
tion  complette  & générale  du  problème 
propofé. 

Dénotons  donc  par  a la  racine  qu’on  a 
deflein  de  convertir  en  fraftion  continue , 
& que  nous  fuppofcrons  toujours  pofirive, 
& foit  en  même  temps  b l’autre  racine , 011 
aura  , comme  Uon  fait , a-\-b=. — & 

v/(B'—4AC) 


ah  = ~ } d’où  a 


A 


ou  bien  en  faifaiit  ,.pour  abréger 


B1 — 4AC=E , 

a — b = ^£ , où  le  radical  \J E peu*  être 
pofitif  ou  négatif;  il  fera  pofitif,  lorfque 
la  racine  a fera  la  plus  grande  des  deux  , 
& négatif,  lorfque  cette  racine  fera  la  plus 
petite  ; donc 

-J V + i/E  1 -B-v/E  • 
a=-TT-’  ^ = —71 

Maintenant , fi  on  conferve  les  mêmes 
dénominations  de  l’art,  z$ , il  n’y  aura  qu  ù 
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fubflituer  à la  place  de  a la  valeur  précé- 
dente, & la  difficulté  ne  confinera  qu’à 
pouvoir  déterminer  facilement  les  valeurs 
entières  approchées  /*'  > /■*"  » /f  " > &c* 

Pour  faciliter  ces  déterminations  , je 
multiplie  le  haut  & le  bas  des  fractions 

£=Z &c.  refpec- 
aq'—p'p" — -aq"' aq'" — p ^ 

tivement  par  A(bq' — p A(j>"  — bq"'), 

A {bq'" — p'")  , &c.  &:  comme  on  a 

A (p°  — aq°)  (p° — bq°)=~A 

AÇaq'—p')  (. bq'—p')—/!p-—A  {a-\~b)p'  q' 

— A ab  q1  = A p'  -j-  B p'  q'  -J-  C q\ 

A (p"—aq")  (p"-bf)==Ap'— A (a-f  b) 

p"  q" — Aab  q*=  A p*  —J —Bp"  q”  —J—  C q1 , &C . 

A (p°-i  aq°')  {bq' — ■/>')=■ — y- A — ~B  \\ZEt 

A{aq'-p'){p':-bq")=—Ap'p'+Aap"q' 

JrAbp'q''—Aabq'q"——Ap'p"-  Cq'  q" 

-\B(p'q''+q'n+WE(p''q'-<l''p'), 

A{p"-aq"){bq"'-p'")=-Ap"p'"+Aap"'p" 
-| -Abp"q>"—Aabq"q"\=—Ap"p'"-Cq"q'" 

& ainfi  de  fuite  je  fois  , pour  abréger , 
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P°  —A 

P'  =A?-\-Bp'  f +cj- 
P"  =Ap'+Bp"f  +C.f 

tu  ni 

P'"=Ap'+Bpmq'"+Cf , &C. 

Q°  =;B 
Q'  -\-\B 

Q"  =Ap'P"  -\±B(p'q''-\-ŸP")  + Cq'q" 

Q;"  =Ap"p'"\-\B(^"q'"-Yq"p"')^Cq"q"1 , 
&C. 

J’aurai, à caufe  d ep"q' — q"p'=i , p'"q* 
— ej'"p"=— 1 A'Y"—1  > &Cm  les 

formules  fuivîintes  , 

— Q’+yg 


t*  < 


/*'  < 
a*"  < 
/*m< 


— <2*  — 

P' 

-Q"+y? 

P" 

—Q'"—-yE 
/'•  ■ 


, 6’c. 


Or  li  dans  l’expreflion  de  Q“  on  met 
pour  /?"&  ÿ"  leurs  valeurs  a4'  />'  -J-  1 /*" , 

elle  deviendra /*'  » de  même  fi  on 

fubftitue  dans  l’expreflion  de  Q"'  pour 
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& cf"  leurs  valeurs «"  p"-\-p' , & i*"q"  -}-  q1 , 
elle  fe  changera  en  P" -J-  Q'  , & ainfi 
du  relie  j de  forte  que  l'on  aura 
Q'  =p  P°  -}-Q* 

0"=*  P'  -f<£‘ 

Q"=r"  P1'  + (>" 

Q,v=:/4"*i»,,,  + QW,  «S-J. 

Pareillement  fi  on  fubllitue  dans  l’ex- 
prdfionde  P"  les  valeurs  de  p"  & q" , elle 

deviendra  n*  P'~\-ruQ'-\-A  & fi  on  fubf- 
titue  les  valeurs  de  p'"  8c  q'"  dans  l’expref- 

fion  de  /’"v,  elle  deviendra.  ^ P" 
Q"+P',  8c  ainfi  de  fuite  -,  de  forte  que 
l’on  aura 

P'  =^Pa  Q0  +C 

P"  =!**  P'  +i/x‘  Q'  -fF* 
P"l="fx'P»  -j-x^n  Q1'  -jr/5' 

lit 

F,T=V  2^"*  , &c. 

Ainfi  on  pourra  , à l’aide  de  ces  for- 
mules continuer  aufii  loin  qu’on  voudra  les 
fuites  des  nombres  n , , y."  , , Q} , <2" , 

& P°,P' , F"  , 6*c.  qui  dépendent,  com- 
me l’on  vcit , mutuellement  les  uns  ces 

autres, 
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autres , fans  qu’il  foit  néceflaire  de  Calculer 
en  même  temps  les  nombres  pa , p'  ,p" , &c, 

& f , T » f y &c- 

On  peut  encore  trouver  les  valeurs  de 
P' , P " , P , &c.  par  des  formules  plus 
fimples  que  les  précédentes , en  remarquant 
que  l’on  a <2’  — P‘  = (iu'A-\-\:By  — A 
OA-\-ïB-\-C)=\B'—AC,  Q'—P'P" 
=Ca*,/3,+<2')1 — P'Ù'P'+xsQ+à') 
=Q%  -J—A  P' , & ainfi  de  fuite*  c’eft-à- 
dire  • 

__L£ 

Ql—P'  P"~\E 

Q'  — P 'P-  =-  E , &c. 
d’où  l’on  tire 


Les  nombres  ^ , yu‘ , , &c.  étant  donc 

Tome  11,  H h 
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trouvés  ainfi , on  aura  ( art.  z6) , la  frac- 
tion continue 


i 

P 


h'  + ~'  + , 6r. 


pour  trouver  le  minimum  de  la  formule 
, il  n’y  aura  qu’à  calculer 

les  nombres  p° , p\  p"  5 p'" , &c.  & f » 
a"  , ÿm,  6*c.  ( art.  a 5 ) , & les  eflayer  en- 
luite  à la  place  de  p Si  q ,•  mais  on  peur 
encore  fe  difpenfer  de  cette  opération , en 
remarquant  que  les  quantités  P° , P' , P ' 
&c.  ne  font  autre  chofe  que  les  Valeurs  de 
la  formule  dont  il  s’agit , lorfqu’on  y fait 
fucceflivement  p=p° , p' , p" , &c.  & q=cf  » 
q' , q"  , &c.  Ainfi  il  n’y  aura  qu’à  voir  quel 
cfl  le  plus  petit  terme  de  la  fuite  P° , P' , 
p"  , &c.  qu’on  aura  calculée  en  même 
temps  que  la  fuite  ^ 8c  ce  fera 

le  minimum  cherché  ; on  trouvera  enfuite 
les  valeurs  correfpondantcs  de  p & q par 
les  formules  citées. 

34.  Maintenant  je  dis  qu’en  continuant 
la  férié  p° , p' , p"  , &c.  on  doit  neccf- 
fairement  parvenir  à deux  termes  conlécu- 
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tifs  de  fignes  diïférens , & qu’alors  tous  les 
termes  fuivans  feront  aufîi  deux  à deux  de 
différens  fignes.  Caron  a (art.  précéd,),, 
F=A(p'-af)  (p° — bq°)  p'=A(p'-.aq") 
( p ' — bq') , &c.  or  de  ce  qu’on  a démontré 
dans  le  problème  I , il  s’enfuit  que  les  quan- 
tités p° — aq° , p' — zql  , p" — aq"  , &c.  doi- 
vent être  de  fignes  alternatifs , & a'îcr  tou- 
jours en  diminuant  ; donc,  i°.  fî  ^ eft  une 
quantité  négative  , les  quantités  p , — bq° % 
p’ — bq'  , &c.  feront  toutes  politives  ; par 
confcquent  les  nombres  p° , p' , p"  feront 
tous  de  lignes  alternatifs  ; x°.  fi  b efl  une 
quantité  pofitive  comme  les  quantités 
p — aq'  i p" — aq"  , &c.  & à plus  forte 

raifon  les  quantités^ — a , — a , for- 

ment une  fuite  décroifTante  à l’infini,  on 
arrivera  nécefîairement  à une  de  ces  der-, 

Dnl 

nieres  quantités  , commet — a , qui  fera 

• ï . 

< a — b , ( abflra&ion  faite  du  ligne  ) , & 

alors  toutes  les  fuivantes , — a , — f — a , 

q ,•  q ’ 

Hh  2 
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aufli  j de  forte  que  toutes  les  quan- 


• 1 ' L iP  - n d b — — û • <S  C» 

tites  a — ' J 

feront  ncccffairement  de  même  ligne  que 
lu  quantité  a-h  pat  conféquent  les  quan- 

celles-ci,  r 

q 2 

" Ig"'  7 p" — ^?,Y>  &c'  ^ 1 infini , feront 

toutes  c\e  même  (igné  ; donc  les  nombres 
p-, u p ™ feront  tous  de  figues  alter- 


natifs. 

Suppofons  donc,  en  général  que  1 on  foit 
parvenu  à des  termes  de  fignes  alternatifs 
dans  la  férié  P'  , P"  , P , &c.  & que  P' 
foit  le  premier  de  ces  termes  , en  forte 
que  tous  les  termes , Px , Px+l , * &c-  à 

l’infini  , foient  alternativement  pofitifs  & 
négatifs  , je  dis  qu’aucun  de  ces  termes  ne 
pourra  être  plus  grand  que  JL.  Car  fi  , par 
exemple  , P1" , Ply , P ’ , &c.  font  tous  de 
fignes  alternatifs , il  efi:  clair  que  les  pro- 
duits deux  à deux  , P'"  P"  , P'r  P y , &c. 
feront  néceffairemènt  tous  négatifs  ; mais 

on  a j (article  précéd. ) Q1 — P"'P"=E , 
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T 1 ' ~ 

Q1  — P"  P" E , £’c.  donc  les  nombres 
pofitifs  , — P"'  P"  » — • P"  P * , feront  tous 
moindres  quc£ , ou  au  moins  pas  plus  grands 
que  P ; de  forte  que , comme  les  nombres 
P' , P " , P'"  , &c.  font  d'ailleurs  tous  entiers 
par  leur  nature  , les  jiombres  P'"  , o’c. 
& en  général  les  nombres  P'  » /’X+I , <S’c. 

( abllraftion  faite  de  leurs  figues  ) , ne 
pourront  jamais  furpaffer  le  nombre  E. 

Il  s’enfuit  aufii  de  là  que  les  termes  QY  y 
Qy , &c.  & en  général  Q^1 , Q>+1  r &c.  ne 
pourront  jamais  être  plus  grands  que  \/  E- 

D’où  il  eft  facile  de  conclure  que  les 
deux  fériés  /*», . Px+I , , &c.  & , 

Qx+2 , &c.  quoique  poufiees  à l’infini , ne 
pourront  être  compofées  que  d’un  certain 
nombre  de  termes  différens , ces  termes  ne 
pouvant  être  pour  la  première  que  les  nom- 
bres naturels  jufqu’à  E pris  pofitivement 
ou  négativement , & pour  la  fécondé  , les 
nombres  naturels  jufqu’à  \/  E avec  les  frac- 
tions intermédiaires  ^ , £’c.  pris  ai  fil 

pofitivement  ou  négativement  ; car  il  eft 
vilible  par  les  formules  de  l’arriçle  précé- 

Hh  j 


I 

I . 

* 
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tient  que  les  nombres  Q' , Q"  , Ç),u  , &c. 
feront  toujours  entiers , lorfque  B fera  pair, 
mais  qu’ils  contiendront  chacun  la  fraftion 
lorfque  B fera  impair. 

Donc,  en  continuant  les  deux  fériés  P', 
P",  P'",  &c.  & Q',  Q' , <2m,  &c.  il  arri- 
vera néceffairement  que  deux  termes  cor- 
refpondans , comme  P * & Q* , revien- 
dront après  un  certain  intervalle  de  ter- 
mes , dont  le  nombre  pourra  toujours  être 
fuppofé  pair  ; car , comme  il  faut  que  les 
mêmes  termes  P*  & reviennent  en 
même  temps  une  infinité  de  fois  , à caufè 
que  le  nombre  des  termes  différons  dans 
l’une  & dans  l’autre  férié  efl  limité , & par 
conféquent  auffi  le  nombre  de  leurs  com- 
iunaifons  différentes , il  efl  clair  que  fi  ces 
deux  termes  revenoient  toujours  après  un 
intervalle  d’un  nombre  impair  de  termes  , 
il  n’y  auroit  qu’à  confidérer  leurs  retours 
alternativement,  & alors  les  intervalles 
feroient  tous  compofés  d’un  nombre  pair 
de  termes. 
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On  aura  donc , en  dénotant  par  1 p , le 
nombre  des  termes  intermédiaires 
P*+v —p*  ^ & Qr+1f=Qxt 
& alors  tous  les  termes  P* , P*+I , /3îr+1 , &c. 

Qv,Qw+l , <2t+1,  & /*',  &c. 

leviendront  aufli  au  bout  de  chaque  inter- 
valle de  2P  termes.  Car  il  efl:  facile  de  voir 
par  les  formules  données  dans  l’article  pré- 
cédent pour  la  détermination  des  nombres 
&c.  Q,  Q',Q",  &c.  & P' , 
P"  , P'1' , &c.  que  dès  qu’on  aura  /,T+î-' 
z^P^ySi  Q*+1r=Q* , on  aura  aufli  h-**1* 
enfuite  Qr+i i+'  = QT+l  & /Jsr+I f+l 
— Z7’’'"1  j donc  aufli  ^T+If+,t=^+3”,  St  ainfi 
de  fuite. 

Donc , (i  n ell  un  nombre  quelconque 
égal  ou  plus  grand  que  »,  &;  que  m dé- 
note un  nombre  quelconque  entier  pofitif , 
on  aura  en  général 

p n-birttf — pfn  ^n-nw— . 

de  forte  qu’en  connoilTant  les  pre- 

miers termes  de  chacune  de  ces  trois  fuites , 
on  connoîtra  aufli  tous  les  fuivans , qui  ne 

H h 4 
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feront  autre  chofeque  les  ip  derniers  termes 
répétés  à l'infini  dans  le  même  ordre. 

De  tout  cela  il  s’enfuit  que  pour  trouver 
la  plus  petite  valeur  de  Pz=zAjf+Bpq+Cfy 
il  fuffit  de  pouffer  les  fériés  P° , P' , P" , 
6'c.  & Q° , Q' , Q'' , &c.  jufqu’à  ce  que 
deux  termes  correfpondans , comme  P*  & 
reparoiffent  enfemble  après  un  nombre 
pair  de  termes  intermédiaires , en  forte  que 
l’on  ait  P*+1r=;P"y  & O****— g*.  alors  le 
plus  petit  terme  de  la  férié  P°,  P'  y P",  6’c, 
P*+2f  fera  ie  mlnimum  cherché. 

Corollaire  I. 

35.  Si  le  plus  petit  terme  de  la  férié  P° , 
P' , P" , &c.  PT+*f  ne  le  trouve  pas  avant 
le  terme  P* , alors  ce  terme  reparoîtra  une 
infinité  de  fois  dans  la  même  fuite  prolon- 
gée à l’infini  ; ainfi  il  y aura  alors  une  infi- 
• nité  de  valeurs  de  p 8c  de  q qui  répondront 
au  minimum  , & qu’on  pourra  trouver 
toutes  par  les  formules  de  l’art.  15 , en  con- 
tinuant la  férié  des  nombres  y-'  , 6’c. 

au-delà  du  tetme  p*  +!r  par  la  répétition  des 
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mêmes  termes  , /*T+1 , &c.  comme  on 
l’a  dit  plus  haut. 

On  peut  aufli  dans  ce  cas  avoir  des  for- 
mules générales  qui  repréfentent  toutes  les 
valeurs  de  p & de  q dont  il  s’agit  ; mais  le 
détail  de  la  méthode  qu’il  faut  employer 
pour  y parvenir  nous  meneroit  trop  loin  ; 
quant  à préfent , nous  nous  contenterons 
de  renvoyer  pour  cet  objet  aux  Mémoires 
de  Berlin  déjà  cités,  an.  iy68^pag.  123 
& fuiv.  où  l’on  trouvera  une  théorie  gé- 
nérale & nouvelle  des  fraflions  continues 
périodiques. 

Corollaire  II. 

3 6.  Nous  avons  démontré  dans  l’art.  34, 
qu’en  continuant  la  férié  P' , P" , P" , &c. 
on  doit  trouver  des  termes  confécutifs  de 
lignes  différens.  Suppofons  donc  par  ex. 
que  P'"  & P”  foient  les  deux  premiers  ter- 
mes de  cette  qualité , on  aura  néceflaire- 
ment  les  deux  quantités  p'" — bq'"  & p'r 
— bq"  de  mêmes  lignes,  à eau fe  que  les 
quantités/?’" — aq'"  &/>,T — aq"  font  de  leur 
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nature  de  différens  fignes.  Or  en  mettant 
dans  les  quantités  py — bqy  ,p" — bq" , &c. 
les  valeurs  de  py , p"  , &c.  qy , qr'  , &c.  ( art. 
2.5  ),  on  aura 

P'  — 1> qr  = ( p”  — bq”)  -^p'"  — bqm 

py'—bqy'=^  ( py  — bqy  ) -\-p'y—bq'y  &c. 
D’où  , h caufe  que  n,y , , &c.  font  des 

nombres  pofitifs , il  efl:  clair  que  toutes  les 
quantités py — bqy  fpy' — bqy' , &c.  à l’infini, 
feront  de  mêmes  fignes  que  les  quantités 
p'" — bq'"  & p'y — bq'y  j par  conféquent  tous 
les  termes  P'"  , P”  , Pr , &c.  à l’infini , 
auront  alternativement  les  fignes  plus  & 


moins. 


Maintenant  on  aura  par  les  équations 
précédentes 


—i, 


p m — bq"' 

p"-h"  p" -h" 


— ht 


’ — b 1 


...  r-h"'  p' -h'  6c 
f-h’" 


où  les  quantités'  . . 

p —l'q 

feront  toutes  polîtives. 


1 1 a / _* 1 * * v 1- tx 

:sP  ~h  p-=^r,  &c 

/>ziY  * 


p'—bqy 
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Donc  , puifque  les  nombres 
&c. doivent  être  tous  entiers  pofitifs , ( hyp .) 

la  quantité  y — jy  devra  être  pofitivé 

__VT 7 _ V I 

& > i , de  même  que  les  quantités^— 

P- S-^,  &c.  donc  les  quantités  ~ — rTi 

p'—h  H P -h 

■y — ^7-,  &c.  feront  pofitives  & moindres 

que  l’unité  j de  forte  que  les  nombres 
, &c.  ne  pourront  être  que  les  nombres 
entiers , qui  font  immédiatement  moindres 

—VI  I -Vt  —VI  I L -▼,I 

crue  les  valeurs  de  — * — * 

que  les  valeurs  de  y~^.  , y __6^  , 

&c.  quant  au  nombre  /*,T , il  fera  aufli  égal 
au  nombre  entier , qui  eft  immédiatement 

moindre  que  la  valeur  de  ^ 7-77,  toutes 

/»  ~bi 

jn  ___  Z.  _tti 

les  fois  qu’on  aura  7-7—  < i»  Ainfi 

* p” — bq 


on  aura 


/*"<  ^ 


bJL  fi  P- 

p"—bq" ’ 
h >*  p"—bq”  9 


■bq 


77<I  J 


ir  • 

T 
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le  figne<  placé  après  les  nombres/*’"»  M' 
n' , &c.  dénotant,  comme  plus  haut,  les 
nombres  entiers  qui  font  immédiatement 
au-deflous  des  quantités  qui  fuivent  ce 
même  ligne. 

Or  il  eft  facile  de  transformer , par  des 
rédu&ions  femblables  à celles  de  l’art.  33 , 

les  quantités 6c.  en 

celles-ci , 6c.  de 

plus  la  condition  de^ — 7^rr<ipeutfe 

* P —bcI 

p<-  11 

réduire  à celle-ci 7^7- < 


g7  P 


F"  " p"  — aq' 

af'—p'" 


laquelle , à caufe  de  ;v  — — — > 1 > aura 


P —a9 


. P'1' 


furement  lieu  lorfqu’on  aura  — = ou 
-<  1 ; donc  on  aura 

r<SZth£,  6c. 
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En  combinant  ces  formules  avec  celles 
de  l’art.  33  , qui  renferment  la  loi  des  fériés 
P , P",  P" , &c.  & Q' , Q' , <2"' , 6*c.  on 
verra  aifément  que  fi  on  fuppofe  donnés 
deux  termes  correfpondans  de  ces  deux 
fériés , dont  le  numéro  foit  plus  grand  que  3 , 
on  pourra  remonter  aux  termes  précédens 
jufqu’à  P"  & Qv  , & même  jufqu’aux 


termes  P " Sc  Ç” , fi  la  condition  de 


= ou  < 1 a lieu  ; en  forte  que  tous  ces 
termes  feront  abfolument  déterminés  par 
ceux  qu’on  a fuppofé  donnés. 

En  effet,  connoiffant  par  exemple  P" 
& Q" , on  connoîtra  d’abord  P’ par  l’équa- 
tion (31 — Py P "=^E  ; enfuite  ayant  QTI 
& Py , on  trouvera  la  valeur  de  , à l’aide 
de  laquelle  on  trouvera  enfuite  la  valeur 
de  Qy  par  l’équation  Qï,^=MT/,ï-j-QY,-  or 

l’équation  Q1  — P'yPr=I-E  donnera  P'y  ,• 

1.  p‘n 

& fi  on  fait  d’avance  que — doit  être 

• Jl 

z=  ou  < 1 , on  trouvera  p'r , après  quoi 
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on  aura  Qr  par  l’équation  ()T=^'V/>'V+Q'Y, 
& enfuite  P"'  par  celle-ci.,  Q* — P " P,r 

=;*•  ... 

De  là  il  cil  facile  de  tirer  cette  conclu- 

lion  générale , que  lï  PK  & Px+*  font  les 

premiers  termes  de  la  férié  P' , P",  P'", 

&c.  qui  le  trouvent  confécutivement  de 

différens  lignes,  le  terme  P>+1  & les  fuivans 

reviendront  toujours  après  un  certain  nom-  * 

bre  de  termes  intermédiaires , & qu’il  en 


+ P* 

fera  de  même  du  terme  Px,  li  l’on  a =— - 

7 £JKf  I 


= OU  <1. 

Car  imaginons,  comme  dans  l’art.  34  , 
que  l’on  ait  trou \ê  P*J'*t=P*9  & 

—Qr,  & fuppofons  que  w foit  > * , c’eft- 
à-dire  v=*+v  ; donc  on  pourra  d’un  côté 
remonter  du  terme  P*  au  terme  PK+t  ou  Px, 
& de  l’autre,  du  terme  P**zt  au  terme 
Px+,f+I  ou  px+if . comme  les  termes  d’où 
l’on  part , de  part  & d’autre  font  égaux  , 
tous  les  dérivés  feront  aulfr  refpeéKvement 
égaux  ; de  forte  qu’on  aura  px+1v-,>=pM-1 } 

_i_  p\ 

ou  même  p*+*f=p»,  li  — -r=ou  < 1. 


t 
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Par-lk  on  pourra  donc  juger  d’avance 
du  commencement  des  périodes  dans  la 
férié  P° , P' , P" , P"',  &<:.  & par'  confé- 
quent  aufli  dans  les  deux  autres  fériés , 

Q‘  > Q"  > Q'"  > & jW , /*' , yti" , /i"' , (S'c.  mais  » 

quant  à la  longueur  des  périodes , cela  dé- 
pend de  la  nature  du  nombre  E , & même 
Uniquement  de  la  valeur  de  ce  nombre  , 
comme  je  pourrois  le  démontrer,  ri  je  ne 
craignois  que  ce  détail  ne  me  menât  trop 
loin. 

Corollaire  III. 

37.  Ce  qu’on  vient  de  démontrer  dans 
le  corol.  préc.  peut  fervir  encore  à prouver 
ce  beau  théorème  : Que  toute  et] union  de 
la  forme  p’ — Kq'=i  , où  K ejl  un  nom- 
bre entier  poftif  non  carré , & p & q deux 
indéterminées  y ef  toujours  réfolubU  en  nom- 
bres entiers. 

Car , en  comparant  la  formule  p' — Kcf 
avec  la  formule  générale  Ap'+Bpq  + Lq' , 
on  a A=i , B— o,  C=  — K;  donc  E 
l=B'-  — 4 A C—4K  , & y/  E = \/ K y 
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(art.  33).  Donc  P°=i , Q°=o  ; donc  P 
< ^/à',<2  = >,  & P'=H'  — K;  d’où 
l’on  voit  i°.  que  P1  eft  négatif,  & par 
conféquent  de  figue  différent  de  P°  ; i°.  que 
* — P'  eft  = ou  > 1 , parce  que  IC  & p 

font  des  nombres  entiers  ; de  forte  qu’on 

po 

aura  -—p-  = ou  < 1 ; donc  on  aura , (art. 

préc.)  *=o  , & P-f=P°=i  ; de  forte 
qu’en  continuant  la  férié  P° , P' , P",  &c. 
le  terme  P'=  1 reviendra  néceffairement 
après  un  certain  intervalle  de  termes  ; par 
conféquent  on  pourra  toujours  trouver  une 
infinité  de  valeurs  dp  p & de  q qui  rendent 
la  formule  p 1 — K f égale  à l’unité. 

Corollaire  IV. 

38.  On  peut  aufti  démontrer  cet  autre 
théorème  : Que  fi  I équation  p' — Kq’— +H 
ejl  réfolublè  en  nombres  entiers , en  fuppofant 
K un  nombre  pojîtif non-carré  , & H un  nom- 
bre pojitif  & moindre  que  \/K.  , les  nombres 
p & q doivent  être  tels  que-foit  une  des  frac- 
tions principales  convergentes  vers  la  valeur 

dey/  K. 

Suppofons 


Sobgle 
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Suppofons  que  le  figne  fupérieur  doive 
avoir  lieu,  en  forte  que  p1 — fCq'  = H; 
donc  on  aura  p—q\/ K=-~k  & l 
H 

— \ K—— ~f~,  —7-  i qu’on  cherche 

n^i-y  A) 

deux  nombres  entiers  pofitifs  r & f moin- 
dres que  p & q , fie  tels  que  pf — qr=  1 , 
ce  qui  eft  toujours  poflible , comme  on  l’a 
démontré  dans  l’art.  %%  , & l’on  aura  ^ — rf 
= donc  retranchant  cette  équation  de 
la  précédente,  il  viendra^.  — y/ K 
H 


de  forte  qu’on  aura 
p — q\^K= 


y CJ+i/at) 

— /A=k7it^f-0- 

Or  comme  j > y/ K & /f<  y/ /tT,  il  eft 


« 

// 


clair  que  p\Ç~K  fera  < ; donc  p — q 

, * , fil 

V A fera  < — ; donc  fera  à 


Tome  11. 


li 


— T . T\ 
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plus  forte  raifon  < ~ , puifque  / < 7 ; de 
forte  que  r — J \/ IC  fera  une  quantité  né- 
gative , laquelle  prife  positivement  , fera 

fH 


à caufe  de  1 — ' 


>7- 


, + 

Ainfi  en  faifant  \/ K ■=.  a , on  aura  les 
deux  quantités  p — j</  & r — af  alTujetties 
aux  memes  conditions  que  celles  de  l’art.  23; 
en  y pourra  par  conféquent  appliquer  la 
même  analylè  de  l’art.  24  , & on  en  tirera 
des  concluions  femblables  ; donc , &c. 
(art.  2 6 ) , fi  l’on  avoir  p1 — Kq'— — H , 
alors  il  faudrait  chercher  les  nombres  rSx  f , 
tels  que  pf — qr— — 1 , & l’on  auroit  ces 
deux  équations 


qV K— P= 


H 


q (v^+P 

f^K-r=\ 1 )• 

Comme  //<\/ K &/<ÿ,  il  eft  clair  que 

/// 

, , ,r  \ r , &ra  < 1 ; de  forte  que  la 
quantité  J y IC — /-fera  négative  -,  or  je  dis 
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que  cette  quantité  prife  pofitivement , fera- 
plus  grande  que  <7  y/ K — p i pour  cela  il 

fH  ' 

faut  démontrer  que  H1  — ? ( y/  - ) ) 

^ H u:; 

> , ou  bien  que  i> — , 

favoir  y/A+^Z/Vy,  mais  H<\/k  , 
(/iyp.)  ; donc  il  fuffit  de  prouver  que 
3>  , ou  bien  que  p~>  f \/ K ; c’eft  ce 

qui  eft  évident , à caufe  que  la  quantité 
fVK~r  étant  négative  , il  faut  que  r 
> / y/ K , & à plus  forte  raifon  ^>/y//C, 
puifque  p > r.  ■ 

- Ainfi  les  deux  quantités  p — y y 'K  & 
r-j  y/ K , feront  de  dilférens  figues , éc 
la  fécondé  fera  plus  grande  que  la  pre- 
mière , (abftraftiôn  faite  des  fignes) , comme 
dans  le  cas  précédent;  donc,  &:c. 

- Donc , lorfqu’on  aura  h réfoudre  en  nom- 
bres entiers  une  équation  de  la  forme  p% 

- Kÿ— +//,  ou  il  fiÿ  aura 

qu’à  fuivre  les  mêmes  procédés  de  Part.  33, 
én  faifant  A—  1,  A — o &.  C~ = — A' &i 

li  2 


fi  dans  la  férié  Pa , P' , P ”,  P'" , &c.  P sr+î%' 
on  rencontre  un  terme  :=+//,  orr  aura 
la  réfolution  cherchée  , finon  on  fera  afiuré 
que  l’équation  propofée  n’admet  abfolu- 
ment  aucune  folution  en  nombres  entiers. 

Remarque. 

, 39.  Nous  n’avons  confidéré  dans  l’art.  33 
qu'une  des  racines  de  l’équation 

C — o , que  nous  avons  fuppofé  pofitivc  t 
fi  cette  équation  a les  deux  racines  pofi- 
tives,  il  faudra  les  prendre  fuccefiivement 
pour  a , & faire  la  même  opération  fur 
l’une  que  fur  l’autre  ; mais  fi  l’une  des  deux 
racines  ou  toutes  deux  étoient  négatives , 
alors  on  les  changeroit  d’abord  en  pofitives., 
çn  changeant  feulement  le  figne  de  B , 8e 
pn  opéreroit  comme  ci-dcftus  ; mais  en- 
fuite  il  faudfoit  prendre  les  valeurs  de  p 8e 
de  q avec  des  figues  difiérens , c’clf-à-dire 
l’une  pofitivement  & l’autre  négativement  ? 
(art.  2.9). 

Donc  en  général  on  donnera  à la  valeur 
de  B le  i'gne  ambigu  +,  de  même  qu’à, 
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y/ E , c’efl-à-dire  qu’on  fera  Q°  = -p’  B , 

& qu’on  mettra  + à la  place  de  \/ E , 8c 
il  faudra  prendre  ces  lignes , en  forte  que 
la  racine 

+{B±X/E 

À 

foit  pofitive , ce  qui  pourra  toujours  fe  faire 
de  deux  maniérés  differentes  ; le  ligne  fq- 
périeur  de  B indiquera  une  racine  politive, 
auquel  cas  il  faudra  prendre/?  &:  q tous  deux 
de  mêmes  lignes  -,  au  contraire  le  fi gne  in- 
férieur de  B indiquera  une  racine  négative, 
auquel  cas  les  valeurs  de/?  tk  q devront  être 
priles  de  li gnes  différens. 

Exemple. 

40.  On  demande  quels  nombres  entiers  il 
fiaudroit  prendre  pour  p & C[ , afin  que  la. 
quantité 

9p’—  1 

devint  la  plus  petite  qu'il  efi  pcjjiblc. 

Comparant  cette  quantité  avec  la  for- 
mule générale  du  problème  III , on  aura 
A = 9,  Æ=— 118,  C=  378,  donc  B * 

aAC  = 316;  d’où  l’on  voit  que  ce  cas 

li  3 
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fc  rapporte  à celui  de  l’art.  33.  On  fera 
donc  E = 316  &t  y/ E-=  v/79  * où  l’on 
remarquera  d’abord  que  v/79  > 8 & <9  ; 
de  forte  que  dans  les  formules  dont  il  ne 
s’agira  que  d’avoir  la  valeur  entière  appro- 
chée , on  pourra  prendre  fur  le  champ  à 
la  place  du  radical  y 79  le  nombre  8 ou  9 , 
fuivant  que  ce  radical  fe  trouvera  ajouté 
ou  retranché  des  autres  nombres  de  la 
même  formule. 

Maintenant  on  donnera  tant  à B qu’à 
'y/ E le  figne  ambigu  + 1 , & on  prendra 
enfuite  ces  lignes  tels  que 

a = ±’>?±'/  79 
9 

foit  une  quantité  pofitive  (art.  39)  ; d’où 
l’on  voit  qu'il  faut  toujours  prendre  le  figne 
fupérieur  pour  le  nombre  5 9 , & que  pour 
le  radical  y 7 9 on  peut  prendre  également 
le  fupérieur  & l'inférieur,,  Ainfî  on  fera  tou- 
jours Q°= — B , & y E pourra  être  pris 
fuccéfîivement  en  plus  & en  moins. 

Soit  donc  i°.  ^ y/  E '=  yj y 9 avec  le  figne 
polîtif,  on  fera  (art.  33)  le  calcul  fuivant: 
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Addition  si 

Je  m’arrête  ici , parce  que  je  vois  que 
Q ' = Q' , & PV"  = P‘,  & que  la  diffé- 
rence entre  les  deux  numéros  i & 7 eft 
paire  ; d’où  il  s'enfuit  que  tous  les  termes 
fuivans  feront  auffi  les  mêmes  que  les  pré- 
cédons ; ainfi  on  aura  @'"  = 4,  <2'"— — 3, 
Qx—7  , &c.  P"'=—7,P""=  10,  &c. 
de  forte  qu’on  pourra , fi  l’on  veut , con- 
tinuer les  fériés  ci-deffus  à l’infini , en  ne 
faifant  que  répéter  les  mêmes  termes. 

2°.  Prenons  maintenant  le  radical  yj 79 
avec  un  figne  négatif , & le  calcul  fera 
comme  il  fuit  : 
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On  peut  s’arrêter  ici , puifque  l’on  a 
trouvé  Q'*  = Q"  & P'*=P'"y  & que  la 
différence  des  numéros  9 6c  3 eft  paire  j 
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car  en  continuant  les  fériés  on  ne  retrou- 
vcroit  plus  que  les  memes  termes  qu'on  a 
déjà  trouvés. 

Si  on  confidere  les  valeurs  des  termes 
P° , P' , P"  , P"' , &c.  trouvées  dans  les 
deux  cas , en  verra  que  le  plus  petit  de  ces 
termes  cft  égal  à — 3 ; dans  le  premier  cas 
c’eil  le  terme  P"'  auquel  répondent  les  va- 
leurs p'"  & q"  5 & dans  le  fécond  cas,  c’eil 
le  terme  P"  auquel  répondent  les  valeurs 

p"  & f • 

D’où  il  s’enfuit  que  la  plus  petite  valeur 
que  puifie  recevoir  la  quantité  propofée 
eft  — 3 ; Se  pour  avoir  les  valeurs  dep  Se  q 
qui  y répondent , on  prendra  dans  le  pre- 
mier cas  les  nombres  ^ ^ , p-"  , favoir  7 , 
1 Se  1 , Sc  l’on  en  formera  les  fraélions prin- 
cipales convergentes 7 , - , — ; la  troifieme 

r o 1 9 1 y 2 7 

' . p'" 

fraétion  fera  donc  , en  forte  que  l’on 
• ? . 
aura^’"  = ij  Sc  q'"  — i;  c'efl-à-dire  que 

les  valeurs  cherchées  feront  p=  15  Sc  q 
= x.  Dans  le  fécond  cas  on  prendra  les 
nombres ,/x",  p.'" , favoir  5 , 1 , 1 , 3 , 
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Icfqucls  donneront  ces  fra&ions  ", 

y ; de  forte  qu’on  aura  p"  = 39  oc  q"  —7  i 
donc  p=  39  & <7=7. 

Les  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  pour 
p Sz  q dans  le  cas  du  minimum , font  aufîi 
les  plus  petites  qu’il  eft  pofiiblc  ; mais  on 
pourra  , fi  i’on  veut , en  trouver  fuccefit- 
vement  d’autres  plus  grandes  j car  il  eft 
clair  que  le  même  terme  — 3 reviendra 
toujours  au  bout  de  chaque  intervalle  de 
fix  termes  ; de  forte  que  dans  le  premier 
cas  on  aura  P'"  — — 3 , P"  — — 3 , P” 
= — 3 , &c.  & dans  le  fécond , P'y—  — 3 , 
Px= — 3,  Px"= — 3,  &c.  Donc  dans 
le  premier  cas  on  aura  pour  les  valeurs  fa- 
tisfaifantes  de  p Sz  q celles-ci  ; /" , q"*> 
p' 1 , q" , p " , qxr , &c.  & dans  le  fécond  cas 
celles-ci,/',  q*"  , &c.  Or 

les  valeurs  de  ^ , y.' , fx'\  &c.  font  dans  le 
premier  cas  7 , 1 , 1 , 5 , 3 , % , 1 , 1 , 1 , 5 , 
3, z, 1, 1,1,  5,3,  &c.  à l’infini , parce 
que  /^v"=/  & , <Sv.  ainfi  il  n’y 

aura  qu’à  former  par  la  méthode  de  l’art. 
20  les  fractions. 
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.7» 1 * 1 > 5 > 3 » * > 1 » 1 » 1 » ?• 

78  15  83  164  6n  875  i486  1561  13^91 

1 7 1 7 i î ii5  35  7 8'  * 116  7 197  J 313  7 1761  > 

6’C. 

& on  pourra  prendre  pour  p les  numéra- 
teurs de  la  troifieme  , de  la  neuvième , &c. 
& pourries  dénominateurs  correfpondans  ; 
on  aura  donc ^=15  , <]=r,  ou  ^=2361 , 
q~ 3 1 3 ou  , &c. 

Dans  le  fécond  cas  les  valeurs  de  y' , y” , 


y"' 

, &c.  feront  5 , 

17  1 

7 3 7 

5 7 1 > 1 , 

Ï7M 

3 » 

5 7 1 , 

* 7 

I,2: 

, &c. 

parce  que  y"= 

r/4"', 

h- 

=y"  , 

&c. 

On 

formera 

donc  ces 

frac- 

tions-ci , 

5> 

I»  « 7 

3 7 

5 7 

1 7 

' 7 

1 7 2, 

3 » 

s 

6 1 1 

39 

206 

in 

40 

696  1S43 

% 7 

T 7 T > 

,7  » 

■37  » 

44  y 

Si  » 

iis  y 7J7  î 

m&  7 

5 » 


& les  fra&ions  quatrième  , dixième  , &c. 
donneront  les  valeurs  de  p & q , lefquellcs 
feront  donc  p=  39,  y =7  , ou  ^=6 225, 
1 1 18  , &c. 

De  cette  maniéré  on  pourra  donc  trou- 
ver par  ordre  toutes  les  valeurs  de  p £k  q , 
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qui  rendront  la  formule  propofée= — $ , 
valeur  qui  eft  la  plus  petite  quelle  puiffe 
recevoir.  On  pourroit  même  avoir  une 
formule  générale  qui  renfermât  toutes  ces 
valeurs  de  p & de  q ; on  la  trouvera  , fi 
l’on  en  eft  curieux  , par  la  méthode  que  nous 
avons  expofée  ailleurs  8c  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut  (art.  35.  ). 

Nous  venons  de  trouver  que  le  mini- 
mum de  la  quantité  propofee  cll^ — j , & 
par  conléquent  négatif  ; or  on  pourroit  pro- 
pofer  de  trouver  la  plus  petite  valeur  po- 
sitive que  la  meme  quantitépuiflê  recevoir  , 
alors  il  n’y  auroit  qu’a  examiner  les  fériés 
P' , P" , P'"  , &c.  dans  les  deux  cas , 
& on  verroit  que  le  plus  petit  terme  po- 
fiiif  eft  5 d ans. les  deux  cas;  & comme 
dans  le  premier  cas  c’elf  P'v , & dans  le 
fécond  /'"'qui  efi  = 5 , les  valeurs  de  p 
8c  de  ÿ,  qui  donneront  la  pfus  petite  valeur 
pofitive  de  la  quantité  propofée  , feront 
p'\  q"  , ou  p1 , qx , ou  &c.  dans  le  premier, 
cas  , & p'"  , q'" , ou  p'x , q'x  (S’c.  dans  le  le-, 
ccnd  ; de  forte  que  l’on  aura  par  les  frac» 
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tions  ci  deiïus  3 , q—  1 1 ,ou  p— 13291, 

q—  1762  &c.  OU  p—  1 1 , q—  i >p=  1843  J 
q— 3 31  &c. 

Au  refte  on  ne  doit  pas  oublier  de  re- 
marquer que  les  nombres  /* , p' , h-"  , &c. 
trouvés  dans  les  deux  cas  ci-deffus,  ne  font 
autre  chofe  que  les  termes  des  fractions  con- 
tinues , qui  représentent  les  deux  racines  de. 
lequation 

yx' — 1 i8jt  — j—  37^  — 1 o. 

De  forte  que  ces  racines  feront 


7+T+I  . . 

1 +“  . 1 


^ 3 + » &Cm 


5 + 7 + ‘ 1 x 

3 + ï+,  &*. 


exprefllons  qu’on  pourra  continuer  à l’in- 
fini par  la  fimple  répétition  des  mêmes 
nombres. 

- Ainfi  on  voit  par- là  comment  on  doit 
s’y  prendre  pour  réduire  en  fraftions  con- 
tinues les  racines  de  toute  équation  du  fe- 
. c'ond  degré.  • - 
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S c o l 1 e. 

41.  Euler  a donné  dans  le  tome  XI 
des  nouveaux  Commenftires  de  Peters- 
bourg  une  méthode  analogue  à la  précé- 
dente , quoique  déduite  de  principes  un  peu 
difFérens , pour  réduire  en  fraction  continue 
la  racine  d’un  nombre  quelconque  entier 
non-quarré  , & il  y a joint  une  table  où  les 
fVa&ions  continues  font  calculées  pour  tous 

i. 

les  nombres  naturels  non-quarrés  jufqu’à 
1 20.  Comme  cette  table  peut  être  utile  en 
différentes  occafions  , cv  fur-tout  pour  la 
folution  des  problèmes  indéterminés  du 
fécond  degré , comme  on  le  verra  plus  bas 
(§.  VII.),  nous  croyons  faire  plailir  à nos 
Lcéleurs  de  la  leur  préfenter  ici  ; on  re- 
marquera qu’à  chaque  nombre  radical  il 
répond  deux  fuites  de  nombres  entiers  ; la 
fupérieure  eft  celle  des  nombres  , — F', 
P ",  — P"  , &c.  & l’inférieure  elt  celle 
des  nombres  « , /*' , «“ , /x’"  , &a 


i 
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»/2 

1 I 1 I frf. 
112  2'6'f. 

3/. 

3 

1212121  frc. 
1 1 2 1 2 1 2 frf. 

^5 

1 1 1 1 fri. 

2444  ^c. 

3/6 

1 2 I 2 1 2 I frf. 
2242424  frf. 

3/7 

1 1 3 2 3 I 3 2 3 1 frf. 
2 1 I 1 4 I I 1 4 frf. 

3/8 

I 4 I 4 1 4 1 frf. 
2I4I4I4  frf. 

V^IO 

1 I I 1 frf. 
3666  frf. 

3/11 

12  12  12  1 frf.  * 

3363636  frf. 

3/ 

1 2 

I 1 3 1 3 i 3 1 frf. 
| 3 2 6 2 6 2 6 frf. 

3/ 

*3 

I 1 4 3 3 4 1 4 3 3 4 ‘ 
I31111611116  frf. 

3/14 

132315251  frf. 
312161216  frf. 

✓15 

1616161  frf. 
316161  6 frf. 

>17 

I I I l l 1 OC. 

1 4 8 8 8 8 Oc. 

3/19! 


3/2.0 
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v/12 


12  12  1 
84^4^ 


5 1 5 3 1 

13128 


14141 

82828 

4 3 4 5 » 

12118 


2 I frf. 

4 8 frf. 


3 î 2 3 3 1 

2 1 3 128  frf. 


4 1 frf. 

2 8 frf. 

■343431  frf. 

t i a i 1 8 6rc. 


32361632361 
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■Y*3 

*72717271  6>C. 

4 1 3 1 8 1 3 1 8 6v. 

t/24 

18181816», 
4181818  6>r. 

3/26 

lit  1 6'C.  ' , 

3 10  10  10  6-c. 

3 io  5 io  6r 


3/28 

1 3 4 3 1343  I G-C. 

3313  to  323  10  6-c. 

1/29 

14334  14334  1 6-c. 

32112  10  2112  10  6-c. 

t/30 

*5  13  13  13  1 6-c. 

3 2 10  2 10  2 10  2 10  6-c. 

v/31 

16332336  1656», 
31  133311  10  11  6-c. 

t/32 

1747  1747  1 
3 1 1 1 10  1 1 1 10  6-c. 

^33 

1838  1838  i 6-c. 

3 1 2 1 10  1 2 1 10  6-c. 

^3-t 

1929  1929  i*  6-c. 

3 1 4 1 10  1 4 i 10  6-c. 

8/38 

12  1 2 12  1 &C. 

66121612612  6-c.  ! 

V/39 

13  13  13  1 6-c. 

64  12  4 12  4 12  6-C.  i 

t/40 

14  14  14  1 6-c-. 

6 3 12  3 12  3 12  6-c. 

1/41 

1 3 3 133  1 6-c. 

622122212  6-c. 

^42 

16  16  16  1 te. 

62122122  ta  6-c. 

Lomé  II, 
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1763929367  176  6’c. 

61131513111211  6-c. 


, 18574758  185  6 e. 

K^6lII2IlI121I  6 ’C. 

l/z.c  1 9 4 5 4 9 1 9 4 5 4 9 » 9 4 

v > 61222112122211212  &c. 
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10  110  3 'Vf. 
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1 3 

I I 2 
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1 12  1 36V. 

I I I 2 

, 6 1 5 

11 

1 

1 11  2 11  1 6v. 
11  1 ç 1 n 

1 12 
6 1 1 

1 12 

2 1 

1 1 2 6>f. 
12  1 &C. 

1 1 1 1 

7 14  14  14 

6-c. 
\ 6 c. 

y'îi 

139493  139493  '3^ 

741  21414412  14144  6-f. 

^53| 

14774  14774  147 

7 3 1 1 3 14  3 1 1 3 14  3 1 6-c. 

v7  54 

159297  159295  1 5 

7216121421612142  6<f. 

^55 

| 1 6 5 6 1165  61  6-c. 

7222  14  222  '14  2 £’c. 

v/56 

17  17  17  1 &c. 

7214214214  6-f. 

3/57 

187378  187  6'f. 

7II4I1I4II  ^f. 

3/58 

1967769  1-96  6<f. 

71111111411  6v. 

v^5v 

1 10  5 2 5 10  •!  IO  5 6'C. 
7 1272  114  12  6-c. 

v/6c 

1 II  4 II  1 II  4 f-’f. 
7 12  114  12 

1/6 1 

1113495  5943  11  1123  6-f. 

7 143122134  114  14  ô'c. 
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V'ô 

, 1 13,  2 13  1 13  2 6 e. 
7 16  j 14  16  6-c. 

V6 

1 14  1 14  1 14  £•:. 
7 7 1 14  1 14  1 frc. 

V6\ 

1 1 1 1 6v. 

9 16  16  16  6-c. 

]/6C 

'12  12  1 6-c.  a 

S 8 16  8 16  6v.  8 

1/67 

1367919763  136  6-c. 

83211711251652  6>c. 

l/6S 

14  14  14  CrV. 

8 4 16  4 16  4 &c. 

1/69 

1 5 4 n 3 11  4 5 1 5 4 6-c. 

833  14  1 3 3 16  3 3 6-c. 

^70 

,169596  169  6-c. 

1821212  16  21  6-c. 

V-]  1 

1 7 5 11  1 11  j 7 1 7 5 6-c. 

822  17  1221622  6 c. 

V//2. 

18  18  1 8 

82  162162  6-c.  j 

^73 

1983389  198  6-c. 

8 1 1 5 5 1 1 16  1 1 6-c. 

^74 

1 10  7 7 10  1 10  7 v(, 

8 111  116  ii  6-c. 

v/?5 

1 1 1 6 1 1 1 1 1 6 6-c. 

8 11  116  11  6-c. 

1/76 

11258934398512  1125  6-c. 

8 1211545112  116  1 i6v.  ! 

^77 

1 M 4 7 4 13  >134  fa- 

8 1323  116  13  6-c.  j 

✓7  8 

■ 14  3 M 1 14  3 &c- 

8 14  1 16  14  6-c.  . [ 

^79 

1 15  2 15  1 ij  2 6-c. 
8 17  1 r6  17  6-c. 

v^fcc 

1 16  1 16  1 16  6-c. 
8 1 16  1 16  1 6-c. 
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./s-,  i i i i bc. 

9 18  18  18  bc.  


,/Q  J • 1 > » l 2 bc. 

bc. 


9 3 18  3 18  3 bc. 


8 


v/^9 

18558  185  &C. 

9 2 3 3 2 18  2 3 bc. 

3/90 

1919  1 bc. 

9 î 18  î 18  bc. 

3/91 

1 io-  9 3 14  3 9 10  1 10  9 bc. 
9 1 1 5 151  1 18  1 t bc. 

1 118747811  1118  bc. 

9 111411  118  11  bc. 

y/93l 

Ml  7 11  4 3 4 II  7 11  1117  6v. 

9 11  1464  11  118  11  bc. 

^94 

| 1136591051511531095613  îbc. 
9 1231  15  18  15  1131  1 i86v. 

v/9'î 

1 14  5 14  1 14  iS-c. 
9 12  1 18  1 bc. 

3/96 

1 15  4 15  1 15  bc.. 
9 13  1 18  1 bc. 

v/97 

116311899811316  116  bc. 

9 15  1 1 1 1 1 15  1 18  1 bc. 

3/9^ 

1 17  2 17  1 17  bc. 
9 18  1 18  1 bc. 

^99 

1 1 8 1 1 8 1 bc. 

9 1 18  1 18  bc. 

5 1-7  ‘ 


Additions , 
Ainfi  on  aura  par  exemple  y 
v/i=,+i+. 

i 


2 + , &C. 

✓ï=*+7 , j 

^ z + , &C. 

& ainfi  des  autres. 

Et  fi  on  forme  les  fra&ions  convergentes 


_U  nIII 

t-  , , £- , &c.  d’après  chacune  de 

* q'  ’ ’ ÿ’"  ^ 

ces  fraftions  continues  on  aura 


(/)‘—  »(?T=i  ,p'— i, 

P'  — 3f=  i » &c* 

& de  même  , 

W - 3 3 f*=—  * » 

Il  II 

/>’ — 3 i , &c.  fi’a 


Kkj 
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PARAGRAPHE  III. 

/a  réfolution  des  Equations  du  premier 
degré  à deux  inconnues  en  nombres  entiers. 

Addition  pour  le  Chapitre  I. 

41. Lorsqu’on  a à réfoudre  une  équa- 
tion de  cette  forme 

ax  — b y — c , 

où  a , b , c font  des  nombres  entiers  donnés 
pofitifs  ou  négatifs , & où  les  deux  incon- 
nues x y doivent  être  au/fi  des  nombres 
entiers , il  fuffit  de  connoître  une  feule  fo- 
lution , pour  pouvoir  en  déduire  facilement 
toutes  les  autres  folutions  poffibles. 

En  effet , fuppofons  que  l’on  fâche  que 
ces  valeurs  x=*  & y = & , fatisfont  à 
l’équation  propofée , « & £ étant  des  nom- 
bres entiers  quelconques , on  aura  donc 
an  — b&=c,  & par  conféquent  ax — by 
— é^ou  bien  a(x — *) — b(y — 
t=o  j d’où  l’on  tire 

x -et b 

y-ê  «* 


Dip--ci  ta 
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Qu’on  réduife  la  fraélion  * à (es  moin- 
dres termes , & fuppofunt  qu’elle  fe  change 

mr-là  en  celle-ci  — , où  b,  & a>  feront 
a 


premiers  entr’eux  , il  eft  vifible  C[ue  l’équa- 
^ w y 

tion * = — ne  fauroit  fubfifler , dans 

y — Ha'  ’ 

«la  fuppof.tion  que  x — <t  & y — H foient  ' 
des  nombres  entiers , à moins  que  l’on  ait 
X — *=  m b' , & y — H=ma'  , m étant 
lin  nombre  quelconque  entier  * de  forte  que 
l’on  aura  en  général  x=*+ mt>' , &^y  — p 
, m étant  un  nombre  entier  indé- 
terminé. 

Comme  on  peut  prendre  m pofitif  oit 
négatif  à volonté , il  eft  facile  de  voir  qu’on 
pourra  toujours  déterminer  ce  nombre  m , 
en  forte  que  la  valeur  de  a:  ne  foit  pas  plus 

grande  que  — , ou  que  celle  de  y ne  foit 


/ ^ » 

pas  plus  grande  que—  , ( abftraéHon  faite 

désignés  de  ces  quantités)  ; d’où  il  s’enfuit: 
que  li  l’équation  propofée  ax — by=c„ 

Kk  4 
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eft  réfoluble  en  nombres  entiers , & qu’ort 
y i'ublritue  luccefiïvement  à la  place  de  x 
tous  le;  nombres  entiers  tant  pofitifs  que 
négatifs , renfermés  entre  ces  deux  limites 


— & — — , on  en  trouvera  nécefiairement 
x x 

un  qui  fatisfera  à cette  équation  ; & on  trou- 
vera de  même  une  valeur  fatisfaifante  de  y 
parmi  les  nombres  entiers  pofitifs  ou  né- 


gatifs , contenus  entre  les  limites  — & . 

° XX 


Ainfi  on  pourra  par  ce  moyen  trouver 
une  première  folution  de  la  propofée,  après 
quoi  on  aura  toutes  les  autfes  par  les  for- 
mules ci  deflus. 

43.  Mais  fi  on  ne  veut  pas  employer  la 
méthode  de  tâtonnement  que  nous  venons 
de  propofer,  & qui  feroit  fouvent  très- 
laborieufe  , on  pourra  faire  ufage  de  celle 
qui  ell  expofée  dans  le  chap.  1 du  traité 
précédent,  & qui  efl:  très-fimple  & très- 
direéïe , ou  bien  on  pourra  s’y  prendre  de 
la  maniéré  fuivante. 

• On  remarquera  i°.  que  fi  les  nombres 


s 
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a & b ne  font  pas  premiers  entr’eux , l’équa- 
tion ne  pourra  fubfifter  en  nombres  entiers , 
à moins  que  le  nombre  donné  c ne  foit 
divifible  par  la  plus  grande  commune 
mefure  de  a & b.  De  forte  qu’en  fuppoümt 
la  divifion  faite  lorfqu’elle  a lieu  , & dé- 
(îgnant  les  quotiens  par  a' , b' , c‘ , on  aura 
à réfoudre  l’équation 

a'x — b'y=c' , 

où  a'  & b'  feront  premiers  entr’eux. 

a°.  Que  û l’on  peut  trouver  des  valeurs 
de  p tk  de  7 qui  fatisfaflent  à l’équation 

a' p — b'  q—  + i , 

on  pourra  réfoudre  l’équation  précédente  ; 
car  ileft  vifible  qu’en  multipliant  ces  valeurs 
par  + c' , on  aura  des  valeurs  qui  fatisferont 
à l’équation  a'x — b'y—c'  ; c’eft-à-dire  qu’on 
aura  x = +pc'  & y = + qc'. 

Or  l’équation  a'p — b'q=+  \ eft  toujours 
Tefoluble  en  nombres  entiers,  comme  nous 
l’avons  démontré  dans  l’art,  i}  ; & pour 
trouver  les  plus  petites  valeurs  àep&càe  q 
qui  y peuvent  fatisfaire , il  n’y  aura  qu’à 


J2ï  Additions . 

b' 

convertir  la  fraftion  — en  fra&ion  continue 
a 


par  la  méthode  de  l’art.  4 , & en  déduire 
enfuite  la  férié  des  fra&ions principales  con- 


vergentes vers  la  même  fraêtion  — par  les 


formules  de  l’art.  105  la  derniere  de  ces 

p 

fraélions  fera  la  fra&ion  même  — , & fi  on 

a 

défigne  l’avant-derniere  par  j , on  aura  par 
la  loi  de  ces  fractions  (art.  11  ),a'p — b{  q 
= + 1 , le  ligne  fupérieur  étant  pour  le  cas 
où  le  quantieme  de  la  fraêlion^eft  pair  , 
& l’inférieur  pour  celui  où  ce  quantieme 
eft  pair. 

Ces  valeurs  de  p & de  <j  étant  ainfi  con- 
nues, on  aura  donc  d’abord  x = +pc'  & 
y~  + qc'  > & prenant  enfuite  ces  valeurs 
pour  * & Æ , on  aura  en  général  ( art.  42)  , 
x=+pc'  , y=  + qc'-^-ma' , 

cxpreflions  qui  renfermeront  nécefiaire- 
ment  toures  les  folutions  poffiblcs  en  nom- 
bres entiers  de  l’équation  propofée. 

Au  reüe,  pour  ne' biffer  aucun  embarras. 
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dans  la  pratique  de  cette  méthode  , nous 
remarquerons  que  quoique  les  nombres  a 
& b puifTent  être  polîtifs  ou  négatifs , on 
peut  néanmoins  les  prendre  toujours  poli- 
tivement,  pourvu  qu’on  donne  des  lignes 
contraires  à x fi  a efl  négatif  , & à y 
fi  b ei 1 négatif. 

Exemple. 

44.  Pour  donner  un  exemple  de  la  mé- 
thode précédente  , nous  prendrons  celui 
de  l’art.  14  du  chap.  1 du  traité  précédent, 
où  il  s’agit  de  réfoudre  l’équation  39^=567 
-J-  1 1 ; changeant  p en  x & q en  y , on 
aura  donc 

39*  — 5 

Ainfi  on  fera  a = 39  , b = ^6  & c=  1 1 ; 
&Tcomme  56  & 39  font  déjà  premiers  entre 
eux  , on  aura  a'=  39,  b'.  = , c'— 11. 

On  réduira  donc  en  fraftion  continue  la 

L 1 

fraftion  — = ^ , & pour  cela  on  fera 

( comme  on  l’a  déjà  pratiqué  dans  l’art,  xo  ) 
le  calcul  fuivant, 


n 
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P 4 


39 


56 

39 


39 

3-4 


r7  [ 3 

M ! 

_4 

i 


o. 


Enfuite , à l’aide  des  quotiens  1,1,3,  ^’c* 
on  formera  les  fra&ions. 


1 » 1 > 3 > * * 2. 

1 3 10  5S 

1 ^ 1 > 7 > 16  y 

&■  la  pénultième  fraéKon  7-  fera  celle  que 
nous  avons  défignée  en  général  par T-  ; de 
ibrte  qu’on  aura  p—iT, , 7=16  ; Si.  comme 
cetse  frattion  eft  la  quatrième  & par  con- 
féquent  d’un  quantieme  pair  , il  faudra 
prendre  le  figue  fupérieur  j ainfi  l’on  aura 
en  général 

2. 3 . 1 1 — }—  5 <5/72 , Si  y =16.1  l -J-39OT  , 
m pouvant  être  un  nombre  quelconque 
entier  pofitif  ou  négatif. 
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Remarque. 

45.  On  doit  la  première  folution  de  ce 
problème  à Bachet  de  Meÿriac  , qui  l’a 
donnée  dans  la  fécondé  édition  de  fes 
Récréations  mathématiques,  intitulées  Pro- 
blèmes plaifans  & délectables , &c.  La  pre- 
mière édition  de  cet  Ouvrage  a paru  en 
16  ix  , mais  la  folution  dont  il  s’agit , n’y 
eft  qu’annoncée,  & ce  n’cft  que  dans  l’édi- 
tion de  162,4  qu’on  la  trouve  complette. 
La  méthode  de  Bachet  eft  très-direéle 
& très-ingénieulè  , & ne  lailie  rien  à 
délirer  du  côté  de  l’élégance  & de  la 
généralité. 

Nous  faififtons  avec  piailir  cette  occa- 
lion  de  rendre  à ce  favant  Auteur  la  juftice 
qui  lui  eft  due  fur  ce  lu  jet,  parce  que  nous 
avons  remarqué  que  les  Géomètres  qui  ont 
traité  le  même  problème  après  lui,  n’ont 
jamais  fait  aucune  mention  de  fon  travail. 

Voici  en  peu  de  mots  à quoi  fe  réduit 
la  méthode  de  Bachet.  Après  avoir  fait 
voir  comment  la  folution  des  équations  de 

é 


» 
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la  forme  ax — byz=c , (<î  & b étant  pre- 
. miers  entr’cux)  , fe  réduit  à celle  de  ax 
— byz =+i , il  s’attache  à réfoudre  cette 
derniere  équation , & pour  cela  il  prefcrit 
de  faire  entre  les  nombres  a & b la  même 
opération  que  fi  on  vouloit  chercher  leur 
plus  grand  commun  divilèur,  (c’eft  aufli 
la  même  que  nous  avons  pratiquée  ci- 
devant  ) j enfuite  nommant  c ,d,e  ,f,  &c. 
les  relies  provenant  des  différentes  divi- 
fions , & fuppofant  par  exemple  que  f 
foit  le  dernier  reffe  qui  fera  néceffairement 
égal  à l’unité  ( à caufe  que  a & b font 
premiers  entr’eux  , hyp.  ) il  fait , lorfque 
le  nombre  des  reftcs  eft  pair , comme  dans 


ce  cas 


_ — >/f  „ i JV  Zi  yi  + i 

c + I — * y c — ^ ~~T~ — ^ 5 ~7  - — Æ ) 


ces  derniers  nombres  .a  & * feront  les  plus 
petites  valeurs  de  x & v. 

Si  le  nombre  des  refics  étoit  impair, 
comme  fi  g étoit  le  dernier  relie  = i , alors 

il  faudroit  faire 

r,  „ tt  ~ t 1 1 . c, 

/±  I — t — »,  t — a , yC. 


Additions,  517 

Il  eft  facile  de  voir  que  cette  méthode 
revient  au  même  dans  le  fond  que  celle 
du  chapitre  premier;  mais  elle  eft  moins 
commode , parce  qu’elle  demande  des 
divifions  ; au  refte  les  Géomètres  qui  font 
curieux  de  ces  matières  , verront  avec 
plaifir  dans  l’Ouvrage  de  Bachet  les  arti- 
fices qu’il  a employés  pour  parvenir  à 
la  réglé  précédente , & pour  en  déduire 
la  folution  complette  des  équations  de  la 
forme  ax — by—c. 


v , 
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PARAGRAPHE  IV. 

Méthodes  pour  réfoudre  en  nombres  entiers 
les  Equations  indéterminées  à deux  in- 
connues , lorfque  l’une  des  inconnues  ne 
paffe  pas  le  premier  degré , & lorfque  les 
deux  inconnues  ne  forment  que  des  pro- 
duits d’une  même  dimenfion. 

Addition  pour  lc  Chapitre  111. 

46.  S o 1 T propofée  l’équation  générale , 
a -J-  bx-\-cy-\-dx'-\-cxy-\-fx'-\-gx'y-\-hx* 
Ar^y-j-tS’c.  =0 , dans  laquelle  les  coef- 
ficiens  a , b , c , &c.  foient  des  nombres 
entiers  donnés , 3c  où  .v  & y (œent  deux 
nombres  indéterminés , qui  doivent  aufli 
être  entiers. 

Tirant  la  valeur  dey  de  cette  équation , 
on  aura 

a -}- bx -f- dx’’  -f-  f x*  -}-  h x* -f- , &c. 
J c— J— «jr  — J— Arjc3— |—  , &c. 

ainfi  la  qucftion  fera  réduite  h trouver  un 
nombre  entier  qui  étant  pris  pour  x , rende 

le 


I 
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le  numérateur  de  cette  fraéKon  divisible 
par  fon  dénominateur. 

Soit  fuppofé 

P = bx  dx'  —J—  /z  jr4  — {—  , &c . 

• q = c-\-cx-\-gx'-\-kx'-\-  ,&c. 

4&  qu’on  élimine  x de  ces  deux  équations 
par  les  réglés  ordinaires  de  l’ Algèbre,  on 
aura  une  équation  finale  de  cette  forme, 
A+Bpy  Cq  + Dp'-{-  Epq+Fc]'-\-Gp'+  , &c. 
= o, 

où  les  coefficiens  A , B , C , &c.  feront  des 
fondions  rationnelles  &:  entières  des  nom- 
bres a , b , c , &c . 

Maintenant  puifque  y = — p-  on  aura 
aufii  p—- — qy  i de  forte  qu’en  fubftituant 
cette,  valeur  de  p , il  viendra 
A — Byq-\-Cq\-Dy'q'  — Fpq'y'  -j-  Ff 
+ , &c-  = o , 

où  l’on  voit  que  tous  les  termes  font  mul- 
tipliés par  q , à l’exception  du  premier 
terme  A ,•  donc  il  faudra  que  le  nombre  A 
foit  divifible  par  le  nombre  q , autrement 
il  feroit  imposable  que  les  nombres  q & y 
pufîcnt  être  entiers  à la  fois. 

Tome  II. 
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On  cherchera  donc  tous  les  divifeurs  du 
nombre  entier  connu  A , & on  prendra 
fuccetTivement  chacun  de  ces  divileurs 
pour  q ; on  aura  par  chacune  de  ces  fup- 
pofitions  une  équation  déterminée  en  x , 
dont  on  cherchera  par  les  méthodes  con- 
nues , les  racines  rationnelles  & entières , 
s’il  y en  a ; on  fubflituera  enfuite  ces  racines 
à la  place  de  * , & on  verra  fi  les  valeurs 
rcfultantes  de  p & de  q feront  telles  que  - 


f oit  un  nombre  entier.  On  fera  sûr  de  trouver 
par  ce  moyen  toutes  les  valeurs  entières 
de  .v,  qui  peuvent  donner  aufli  des  valeurs 
entières  pour  y dans  l’équation  propofée. 

De  là  on  voit  que  le  nombre  des  folu- 


tions  en  entier  de  ces  fortes  d’équations 
eft  toujours  néceflhirement  limité  ; mais  il 
y a un  cas  qui  doit  être  excepté  , & qui 
échappe  à la  méthode  précédente. 

47.  Ce  cas  ell  celui  oit  les  coefliciens 
e , g,  k y &c.  font  nuis  , en  forte  que  l’on 
ait  Amplement 

a~\~  bx  ^ &c. 

y — r » 


C 
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voici  cortunent  il  faudra  s’y  prendre  pour 
trouver  toutes  les  valeurs  de  x qui  pour- 
ront rendre  la  quantité 

a-\rbx-\-dx'-]^fx--\-hx*-\-  , &c. 
divifible  par  le  nombre  donné  c : je  fup- 
pofe  d’abord  qu’on  ait  trouvé  un  nombre 
entier  n qui  farisfafle  à cette  condition , il 
eft  facile  de  voir  que  tout  nombre  de  la 
forme  n+yc  y fatisfera  aufîi  , y étant  un 
nombre  quelconque  entier  ; de  plus  fi  n eft 
> e-  ( abftra&ion  faite  des  lignes  de  n & 
dec),  on  pourra  toujours  déterminer  le 
nombre  y & le  ligne  qui  le  précédé  , en 
forte  que  le  nombre  n+yc  devienne<‘; 
& il  eft  aifé  de  voir  que  cela  ne  fauroit 
fe  faire  que  d’une  feule  maniéré,  les  valeurs 
de  n & de  c étant  données;  donc  fi  on  dé- 
ligne par  n'  cette  valeur  de  n+yc , laquelle 
eft  < c- , & qui  fatisfait  à la  condition  dont 
il  s’agit,  on  aura  en  général  n=n'+yc  , 
y étanr  un  nombre  quelconque. 

D’où  je  conclus  que  li  on  fubftitue  fuc- 
cefiivcmenr , dans  la  formule  a-\-bx-\-dx* 
à la  place  de  x tous  les  nom- 
L 1 z 
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bres  entiers  pofitifs  ou  négatifs  qui  ne  paffcnt 
pas^,  & qu’on  dénote  par  n' , n'",&c. 

ceux  de  ces  nombres  qui  rendront  la  quan- 
tité a-\-bx-\-dx'-%-  &c.  divifiblë  par  c , 
tous  les  autres  nombres  qui  pourront  faire 
le'  même  effet  feront  néceffairement  ren- 
fermés dans  ces  formules 

/î'+/x'c,  ;z"+iu"c,  n"'+/*'"c , &c. 

/j.',  fx",  p'" , &c.  étant  des  nombres  quel- 
conques entiers. 

On  pourroit  faire  ici  différentes  remar- 
ques pour  faciliter  la  recherche  des  nombres 
n' , n"  y n'"  , &c.  mais  nous  ne  croyons  pas 
devoir  nous  arrêter  davantage  fur  ce  fujet , 
d’autanr  que  nous  avons  déjà  eu  occafion 
de  le  traiter  dans  un  Mémoire  imprimé 
parmi  ceux  de  l’Académie  de  Berlin  pour 
l’année  1768  , & qui  a pour  titre  : nouvelle 
Méthode  pour  réfoudre  les  Problèmes  indé- 
terminés. Voyez  au ffi  un  Mémoire  de  Legen- 
dre fur  U analyfe  indéterminée  dans  le  Recueil 
de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris  pour 
l'année  tj8b. 
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48.  Confierons  maintenant  les  équa- 
tions de  la  forme 

aym+bym'1x  + cym'ix'1  + dym~^x * + , &c.=/i , 
dans  lefquels  a , b , c , &c.  h font  des 
nombres  entiers  donnés , & où  les  deux 
indéterminées  x , y qui  forment  par-tout 
dans  le  premier  membre  le  même  nom- 
bre m de  dimenfions,  doivent  être  aufli 
des  nombres  entiers. 

Je  fuppoferai  d’abord  que  x Si  y doivent 
être  premiers  entr’eux,  &:  que  de  plus  y 
doive  être  premier  à h ; je  dis  qu’on  peut 
faire  x=ny — , n & £ étant  des  nombres 
entiers  indéterminés.  Car  en  regardant  x ,y 
& h comme  des  nombres  donnés , on  aura 
une  équation  réfoluble  en  nombres  entiers 
par  la  méthode  du  §.  III , puifquey'  & h n’ont 
par  l’hypothefe  d’autre  commune  mefure 
que  l’unité.  Qu'on  fubftitue  cette  expreflion 
de  x dans  l’équation  propofée.clle  deviendra 
(a  -|-  en1  -j- drû  -|- , &c.)ym 
— (b  -4-  ac/z  -I-  7.drf  -I- , &c.  ) hym~'z 

+ ( CH~  3Jn + > &c-  ) h'  ym~'  7C  ■ 
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où  l’on  voit  que  tous  les  termes  font  divi- 
sibles d’eux-mêmes  par  h , excepté  le  pre- 
mier (a-\-bn\-cr?~\-dn'-\-i)&c.)ym.  Il 
faudra  donc  pour  que  l’cquation  puifle 
fubi'Ifter  en  nombres  entiers  , que  cette 
quantité  l’oit  aufli  diviiïble  par  h.  Mais 
nous  fuppofons  que  h & y font  premiers 
entr’eux  ; donc  il  faudra  que  la  quantité 
a — |— /vz  -}-  en 1 dri*  -j-  , &c. 

foit  elle-même  diviiïble  par  h.  Ainfi  il  n’y 
aura  qu’à  chercher  par  la  méthode  de 
l’article  précédent  toutes  les  valeurs  de  n 
qui  pourront  fatisfaire  à cette  condition  ; 
faifant  enfuite  pour  chacune  de  ces  valeurs 
a-^-bn  -]-  cn'-lç-dn’  -j-  &c.=JiA 
l -J-  icn  -|-  ^(hv  &c.  = B 

c — 3 //z  — , &c.=  C &c. 
l’équation  précédente  deviendra,  après  ces 
fubllitutions  & la  divifion  de  tous  les  termes 
par  h , Aym — Bym~l  £-j -hey  m_a£* — &c.  = i ; 
cette  équation  étant  ainfi  réduite  à la  forme 
de  celle  de  l'article  30  , eft  fufceptible 
des  méthodes  que  nous  avons  données  dans 
le  II , de  par  lesquelles  011  pourra  trouver 
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toutes  les  valeurs  fatisfaifànres  de  y &r  r. 
Ces  valeurs , ainfi  que  celles  de  n étant 
connues,  on  aura  en  général  x=.ny — h y 

Nous  avons  fuppofé  dans  la  folution 
précédente  que  x & y doivent  être  pre- 
miers entr’eux  , ainfi  que  y Ce  h enrr’cux  ; 
ces  fuppofitions  font  permifes , puifque  les 
nombres  x & y font  indéterminés  ; mais 
comme  elles  ne  paroiflent  point  absolument 
nécefiaircs , il  faut  encore  examiner  dans 
quels  cas  elles  peuvent  cclTcr  d’avoir  lieu. 

Stippofons  donc  i°.  que  x & y puiflent 
avoir  une  commune  mefure  il  n’y  aura 
qu’à  mettre  par-tout  dans  l’équation  pro- 
pofée  ax' , ay‘  à la  place  de  x &:  jy,  & 
regarder  enfuite  x'  Sz  y'  comme  premiers 
■entr’eux.  Or  par  cette  fubftiturion  il  eft 
clair  que  tous  les  termes  du  premier  mem- 
bre de  l’équation  fe  trouveront  multipliée 
par  ; par  conféquent  ii  faudra  que  le 
fécond  membre  h foit  cliviTihle  par  «"*.  D’où 
il-  fuit  qu’on  ne  peut  prendre  pour  a.  que 
les  divifeurs  du  nombre  h qui  s’y  trou- 
veront élevés  à la  pu.ffance  m.  Ainfi  H 

L 1 4 
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le  nombre  h ne  contient  aucun  fafteur 
élevé  à la  puiflance  m , on  fera  affuré 
que  les  nombres  x & y devront  néceflai- 
rement  être  premiers  entr’eux. 

Si  le  nombre  h contient  un  ou  plufieurs 
faéleurs  élevés  à m , alors  il  faudra  prendre 
fuccefïïvement  pour  « chaque  fafteur  ou 
combinaifon  de  fa&eurs,  dont  la  puiflance 
m divifera  le  nombre  h , & l’on  aura  autant 
de  folutions  différentes  en  regardant  dans 
chacune  x'  & y'  comme  premiers  entr’eux. 

Suppofons  2,°.  que  y & h aient  une 
commune  mefure  £ , on  mettra  fly‘  & 9>h' 
à la  place  de  y & de  h , & on  regardera 
enfuite  y'  & h'  comme  premiers  entr’eux. 
Par  ces  fubftitutions  tous  les  termes  du 
premier  membre  qui  contiennent  y fe 
trouveront  multipliés  par  une  puiflance 
de  Æ $ il  n’y  aura  que  le  dernier  terme 
que  je  repréfenterai  par  gxm  , qui  ne  con- 
tenant point  y ne  fe  trouvera  pas  mul- 
tiplié par  Æ.  Mais  puifque  le  fécond  mem- 
bre h devient  M' , il  s’enfuit  que  le  terme 
gxm  devra  aufli  être  divifible  par  H j or. 
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x & y étant  déjà  fuppofés  premiers  entre 
eux , x ne  fauroit  être  divifible  par  £ j 
donc  il  faudra  que  le  coefficient  g- 'le  foit. 
D’où  je  conclus  qu’on  pourra  prendre  pour 
I e fucceffivement  tous  les  divifeurs  de  g, 
& après  la  fubftitution  de  $ÿ  & M‘  au 
lieu  de  y & de  h , & la  divifion  de  toute 
l’équatiort  par  /?  , on  aura  de  nouveau  le 
cas  où  l’indéterminée^'  fera  néceiTairement 
première  au  nombre  h'  qui  formera  le 
fécond  membre. 
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PARAGRAPHE  V. 

Méthode  direcle  & générale  pour  trouver  les 
valeurs  de  x qui  peuvent  rendre  ration- 
nelles les  quantités  de  la  forme 
V (a-f-bx-f-cx1  ) , 

& pour  réfoudre  en  nombres  rationnels  les 
équations  indéterminées  du  fécond  degré 
à deux  inconnues , lorsqu’elles  admettent 
des  folutions  de  cette  efpece. 

Addition  pour  le  Chapitre  iy. 

49.  J E fuppofe  d’abord  que  les  nombres 
connus  a , b , c fuient  entiers;  s’ils  étoient 
fractionnaires,  il  n’y  auroit  qu’a  les  réduire 
à un  même  dénominateur  quarré,  Ce  alors 
il  eft  clair  qu’on  pourroit  toujours  faire 
abftraCHon  de  leur  dénominateur  ; quant  au 
nombre  x , on  fuppofera  ici  qu’il  puifle 
être  entier  ou  fractionnaire , & on  verra 
par  la  fuite  comment  il  faudra  réfoudre  la 
queflicn  , lorfqu’on  ne  veut  admettre  que 
des  nombres  entiers. 
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Soit  donc 

y/  (a  + bx  + cx')  =y , 

& l’on  aura 

ic  jc  — {—  b = \/  (4 cy 1 -j- b*  — 4 a c ) ; 
de  forte  que  la  difficulté  fera  réduite  à 
rendre  rationnelle  la  quantité 

V (4Cy*  + **  — 4*0* 

50.  Suppofons  donc  en  général  qu’on  ait 
à rendre  rationnelle  la  quantité  j /(Ay'+B)t 
c’eft-à-dire,  à rendre  A y' B égal  à un 
quarré  , A & B étant  des  nombres  entiers 
donnés  pofitifs  ou  négatifs , & ^ un  nombre 
indéterminé  qui  doit  être  rationnel. 

Il  eft  d’abord  clair  que  fi  l'un  des  nom- 
bres A on  B étoit  = 1 , ou  égal  à un  quarré 
quelconque  , le  problème  feroit  réfoluble 
par  les  méthodes  connues  de  Diophante 
qui  font  détaillées  dans  le  chap.  IV  ; ainfi 
nous  ferons  ici  abftraéKon  de  ces  cas , ou 
plutôt  nous  tâcherons  d’y  ramener  tous  les 
■autres. 

De  plus , fi  les  nombres  A Si.  B étoicr.t 
divifibles  par  des  nombres  quarrés  quelcon- 
ques, on  pourroit  aufli  faire  abflraéHon  de 
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ces  divifeurs,  c’eft-à-dire,  les  fupprimer , 
en  ne  prenant  pour  A Si  B que  les  quotiens 
qu’on  auroit  après  avoir  divifé  les  valeurs 
donnécspar  les  plus  grands quarrés  poffibles; 
en  effet,  fuppofant^f=a1  A' , & B=p'B’> 
on  aura  à rendre  quarré  le  nombre  A'<?  y* 
4 -B' F j donc  divifant  par  & faifant 
y=y'  > il  s’agira  de  déterminer  l’inconnue 

y'  j en  forte  que  A'y'-\-B'  foit  un  quarré. 

D’où  il  s’enfuit  que  dès  qu’on  aura  trouvé 
une  valeur  de  y propre  à rendre  Ay'-\-  B 
égal  à un  quarré  f en  rejetant  dans  les  valeurs 
données  de  A & de  B les  faveurs  quarrés 
d?  & /31  qu’elles  pourroient  renfermer,  il  n’y 
aura  qu’à  multiplier  la  valeur  trouvée  dej 
par  * , pour  avoir  celle  qui  convient  à la 
quantité  propofée. 

51.  Conlîdérons  donc  la  formule  A y" 

B dans  laquelle  A & B foienr  des  nom- 
bres entiers  donnés  qui  ne  foient  divilîbîes 
par  aucun  quarré  ; & comme  on  fuppofe  que 
y puiffe  être  une  fraftion  , faifons>y  = ^ , 
p & q étant  des  nombres  entiers  & premiers 
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entr’eux  , pour  que  la  fra&ion  Toit  réduite 
à fes  moindres  termes  ; on  aura  donc  la 
Ap' 

quantité  B qui  devra  être  un  quarré  j 

donc  Ap'-\-Bq'  devra  en  être  un  auffi  ; de 
forte  qu’on  aura  à réfoudre  l’équation  Ap' 
-j-  B<f  = f , en  fuppofant  p , q & { des 
nombres  entiers. 

9 

. Je  vais  prouver  d’abord  que  q doit  être 
premier  à A , & que/?  doit  l’être  à B ; car 
fi  q St  A avoient  un  commun  divifeur  , il 
eft  clair  que  le  terme  Bq'  feroit  divifible 
par  le  quarré  de  ce  divifeur  ; & que  le 
terme  Ap 1 ne  feroit  divifible  que  par  la  pre- 
mière puiflance  du  même  divifeur  , à caufe 
que  q 8c  p font  premiers  entr’eùx  , 8c  que 
A efl  fuppofé  ne  contenir  aucun  faéfeur 
quarré  ; donc  le  nombre  Ap'-\-  Bq'  ne  fe- 
roit divifible  qu’une  feule  fois  par  le  divifeur 
commun  de  q 8c  de  A , par  conféquent  il 
feroit  impofiible  que  ce  nombre  fût  un 
quarré.  On  prouvera  de  même  que/?  6c  B 
ne  fauroient  avoir  aucun  divifeur  commun. 
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Résolution  de  l'équation  A p*  -j-  Bq:  = z en 
nombres  entiers. 

5 x.  Suppofons  A plus  grand  que  B , on 
écrira  cette  équation  ainli  , 
Ap'—i'—Bf; 

&:  on  remarquera  que  comme  les  nombres 
p , q Si  { doivent  être  entiers  , il  faudra 
que  f — Bq ' foit  divifîble  par  A. 

Donc  puifque  A & q font  premiers  en- 
tr’eux  (art.  préc. ) , on  fera  , fuivant  la 
méthode  du  §.  IV , art.  48  ci-deffus , 
{=nq  — Aq\  _ 

n & q'  étant  deux  nombres  entiers  indé- 
terminés ; ce  qui  changera  la  formule  f 
• — Bq 1 en  celle-ci , 

(rt1 — B ) q 1 — znAqq'-\-A'q\ 
dans  laquelle  il  faudra  que  n 1 — B foit  di- 
vifible  par  A , en  prenant  pour  n un  nom- 
bre entier  non  > 

On  eiTayera  donc  pour  n tous  les  nom- 
bres entiers  qui  ne  furpaffent  pas  ^ & <1 

on  n’en  trouve  aucun  qui  rende  n 1 — • B di- 
vifible  par  A } on  en  conclura  fur  le  champ 
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que  l’équation  Ap1—^ — ]]  f n’eft  pas  ré- 
foluble  en  nombres  entiers  , tk  qu’ainfi  la 
quantité  Ay'-\-B  ne  fauroit  jamais  devenir 
un  quarré. 

Mais  fi  on  trouve  une  ou  plusieurs  valeurs 
fiitisfaifantes  de  n , on  les  mettra  l’une  après 
l’autre  à la  place  de  n , & on  pourfuivra 
le  calcul  comme  on  va  le  voir.  > ' . y 

Je  remarquerai  feulement  encore  qu’il 
feroit  inütile  de  donner  au  fit  à n des  valeurs 
plus  grandes  que  ~ -,  car  nommant  ri , n" , 
ri"  &c.  les  valeurs  de  n moindres  que  * , 
qui  rendront  ri — Ædivifible  par  A , toutes 
les  autres  valeurs  de  n qui  pourront  faire  le 
même  effet  feront  renfermées  dans  ces  for- 
mules, n'  ±ri  A , A , ri" ±ri"  A &c. 

( article  47  du  §.  IV  ) ; or  fubffituant  ces 
valeurs  à la  place  de  n dans  la  formule 

(n1  — f — inAqcf  -f-  A'q‘ , c’eft-à-dire 
( nq — A q'Y  — Bq 1 , il  efl:  clair  qu’on  aura 
les  mêmes  réfultats  que  fi  on  tnettoit  feu- 
lement n' , n"  , ri'1  &c.  à la  place  de  n , 
ëc  qu’on  ajoutât  à q'  les  quantités  q f 
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q , + fx"  q &c.  de  forte  que  comme 
q'  eft  un  nombre  indéterminé  , ces  fubfti- 
tutions'ne  donneroient  pas  des  formulesdif- 
férentes  de  celles  qu’on  aura  par  la  fimple 
fubftitution  des  valeurs  n' , n"  , n"' , &c. 

53.  Puis  donc  que  n — B doit  être  di- 
vifible  par  A , foit  A'  le  quotient  de  cette 
divifian  , en  forte  que  AA'—n' — B ; & 
i 'équation  Ap'=f-Bq'={;n-B)q'-xn  Aqq' 

J-A'q',  étant  divifée  par  A , deviendra 
xrelle-ci , 

t 

p'  — A'q' — rnqq'AfAq'  , 

OÙ  A'  fera  néceflairement  moindre  que  A , 

à caufe  que  A'  — — & que  B <A  > 

■&:  n non  > -• 

Or  i°.  fi  A eft  un  nombre  quatre , il  e/1 
clair  que  cette  équation  fera  réfoluble  par 
les  méthodes  connues  , & l’on  en  aura  la 
folution  la  plus  fimple  qu’il  ell  pofiible , en 
faifant  q'  = o , q=\(kp=yfA'. 

20.  Si  A'  n’eft  pas  égal  à un  quarré  , on 
verra  fi  ce  nombre'eft  moindre  que  B , ou 

au 
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au  moins  s’il  efl  divifible  par  un  nombre 
quelconque  quarré , en  forte  que  le  quotient 
foit  moindre  que  B , abftraélion  faite  des 
fignes  ; alors  on  multipliera  toute  lequation 
par  A' , & l’on  aura  , à caufe  de  AA'  — r? 

=-B, 

A'p'=z(A'q—n<j'y—Üq'; 

de  forte  qu’il  faudra  que  B qp  -f-  A'  p*  fok 

un  quarré  ; donc  divifant  par  p ’ & faifànt  — 

P 

—y'  & A'=zC,  on  aura  à rendre  quarrée  la 
formule  Æy-fC,  laquelle  eft  comme  l’on 
voit  analogue  à celle  de  l’art.  50.  Ainfi  , fi 
C contient  un  fafteur  quarré  , on  pourra 
le  fupprimer  , en  ayant  attention  de  mul- 
tiplier enfuite  par  y la  valeur  qu’on  trou- 
vera pour  y , pour  avoir  fa  véritable  va- 
leur ; & l’on  aura  une  formule  qui  fera  dans 
le  cas  de  celle  de  l’art.  5 1 , mais  avec  cette 
différence  que  les  coefficiens  B & C de 
celle-ci  feront  moindres  que  les  coefficiens 
A & B de  celle-là. 

^ 4.  Mais  fi  A'  n’eft  pas  moindre  que  B , 
ni  ne  peut  le  devenir  en  le  divifant  par  le 
Tonu  II , Mm 
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plus  grand  quarré  qui  le  mefure  , alors  ou 
fera  q=vq<- j-ÿ"  , & fubftituant  cette  va- 
leur dans  l’équation , elle  deviendra 

P'=A'  "f—  iriff+A"?, 
où  n'  — n — y A' , 

t 

& A"  = A'S  — xnv\-A=.n-~B-. 

G n déterminera  , ce  qui  eft  toujours  pof- 
fible , le  nombre  entier  >■  , en  forte  que  n' 
A' 

ne  foit  pas  > — , abftra&ion  faite  des 
x 

fgr.es , & alors  il  eft  clair  que  A"  deviendra 

i 

< A' , à caufe  de  A"  = — ^ & de  B 

A 

. o ’ 

= OU  <yî',  OZ’Tl—  OU  < — . 

X 

On  fera  donc  ici  le  meme  raifonnement 
que  nous  avons  fait  dans  l’article  précédent, 
&:  fi  A"  eft  quarré , on  aura  la  réfolution  de 
l’équation;  li  A"  n’eft  pas  quarré,  mais  qu’il 
loit  < B ou  qu’il  le  devienne . étant  diviftS 
par  un  quarré , on  multipliera  l’équation  par 

A"  & on  aura  , en  faifant  -4-  = y Se  A '* 
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1 

=C , la  formule  By'-\-C  qui  devra  être 
un  quatre  > & dans  laquelle  les  cocfikiens. 
B &:  C ( après  avoir  fupprimé  dans  C les 
divifeurs  quarrés , s’il  y en  a) , feront  moin- 
dres que  ceux  de  la  formule, B de 
l’art,  s i«  . • - . • 

/ - • V . - . < . • ^ J 

Mais  fi  ces  cas  n’ont  pas  lieu  y on  fera 
comme  ci-defTus  <ji  =v  q " 9 & l’éqUa*^ 

tion  fe  changera  en  celle-ci , 

P'=yA?ty"*~* 
où  n" ^n'-r~ï  A"  , 


«■•fT+A-  y. 


&cA'\ 


ln'r'~\rA' 


On  prendra  donc  pour  un  nombre  00--' 


# 1 . J • » * ' "r  rj£11  , j î 

tier  , tel  que  n"  ne  foit  pas  > — apf- 

tra&ion  faite  des  lignes  ; &:  comme  B n’eft, 
pas  > A",£tyP')t  ü s’enfuit  de  l’équation 


que  A'"  fera  < A"  ; 


on  pourra  faire  derechef  les  mêmes  raifon- 
nemens  que  ci-defTus , & on  en  tirera  des, 
conclufions  femblables  & ainfi  de  fuite» 

Mm  2 
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Maintenant  , comme  les  nombres  A > 
A' , A"  ,'A"'  &c.  forment  une  fuite  décroif- 
ftnte  de  nombres  entiers , il  eft  viftble  qu’en 
continuant  cette  fuite  on  parviendra  né- 
ce  (Taire  mentit  un  terme  moindre  que  le 
nombre  donné  B ; & alors  nommant  ce 
terme  C , on  aura  comme  nous  l’avons  vu 

i 

ci-deffus  la  formule  B y7  C à rendre 

égale  à un  quatre.  De  forte  que  par  les  opé- 
rations que  nous  venons  d’expofer  , on  fera 
toujours  aftùré  de  pouvoir  ramener  la  for- 
mule Ay*-j-B  à une  autre  plus  fimple  , 

« -V  . . •*  • . . ’ 

telle  queity’-f-C’,  au  moins  fi  le  problème 
eiL.réfoluble.  r;  . - 

55.  De  même  qu’on  a réduit  la  for- 

^ iUM  • * r î * * * 

mule  Ay*+B  à celle-ci  By'+C , on  pourra 

réduire  cette  derniere  à cette  autre  ci  , 

v • - 

Cy'+D>  où  D fera  moindre  que  C , & 

aitifî  de  fuite  ; ' & comme  les  nombres  A , 

« • 

B ,C , D &c.  forment  une  férié  décroi£ 
fante  de  nombres  entiers,  il  eft  clair  que 
cette  férié  ne  pourra  pas  aller  à l’infini , & 
qu’ainfi  l’opération  fera  toujours  néceflai- 
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rement  terminée.-  Si  la  queftion  n7adme$ 
§ point  de  folution  en  nombres  rationnels , 
on  parviendrai  une  condition  impolîîblej 
mais  fi  la  queftion  eft  réfoluble,  on  arri- 
vera toujours  à une  équation  femblable  à 
celle  de  l’art.  53,8:  où  L’un  des  coefficiens, 
comme  A' , fiera  quarré  ; en  fiorte  qu’elle 
fiera  fiuficeptible  des  méthodes  connues  -y  cette 
équation  étant  réfiolue , on  pourra,  en  ré- 
trogradant, réfoudre  fiuccefiivepient  toutes 
les  équations  précédentes , jufiqu’à  la  pre- 
mière Ap'  -j-  Bq'  = 

Eclairciflons  cette  méthode  par  quelques, 
exemples. 

' . /.  > 

Exemple  T. 

5 6.  Soit  propofié  de  trouver  ude  vafcur 
rationnelle  de  x , telle  que  la  formule 
7 + 1 5 x -f  1 3 

devienne  un  quarré  , (Voy.  chap.  IV. 
art.  5 7 du  traité  précédent  ). 

On  aura  donc  ici  <7= 7 , b=i  5 , c=i  3 $ 
donc  4C=4 . 1 3 , & b ' — 4 ac= — 1 39  ; de 
forte  qu’en  nommant^  la  racine  du  quart  <i 

Mmj. 
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dont  il  s’agit , on  aura  la  formule  4 . 1 
1 — 139  (îu^  ^evra  ctre  un  'quarté  ; ainft  on  • 
aura  A= 4 .15  &:  2?= — 1*39  , où  l’on  re- 
marquera d’abord  que.  A eft  divHîble  par 
le  quarré  4 ; de  forte  qu’il  faudra  rejeter 
ce  diviieur  quarré  & fuppofer  fimplement 
A—  1 3 ; mais  on  fc  fouvicndra  enfuire  de 
divifer  par  2 la  valeur  qu’on  trouvera 
pour  y , (art.  50  ). 

On  aura  donc  , en  faifant.y=^>  l’équa- 
tion 13  p' — 139^’=^  , ou  bien  à caulè 
que  139  eft  > ‘1 3 , on  fera  y—  j , pour 
avoir — » équation  qu’on 

écrira  ainfi  , 

— 139/= f — «3?1* 

On  fera  (art.  52)  i=nq — 1397',  & 

il  faudra  prendre  pour  n un  nombre  entier 
non>  , c’eft-à-dire  < 70  , tel  que  tv 

• — 13  foit  divifible  par  139}  je  trouve/» 
—4 1 , ce  qui  donne  n — 13=  1668=1 39 
. 1 2 j de  forte  qu’en  faifant  la  fubftitution 
& divifant  eniùite  par  — 139,  on  aura 
l’équation 

P'~  ~~  1 z f-j-i . 4 m'  — 1 3 9 f* 
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Or  comme — 12  n’eft  pas  un  quarré,. 
cette  équation  n’a  pas  encore  les  conditions 
requifes  j ainfi , puifque  1 xeft  déjà  moindre 
que  1 3 , on  multipliera  toute  l’équation  par 
— 12  , & elle  deviendra — 12 p*=( — 127 

1 1 

*-}-4  iÿ)1 — ijÿ1,  de  forte  qu’il  faudra  que 

1 

1 3 f — 12 p'  foit  un  quarré  , ou  bien  en 

lit  • a'  1 • 1 

faifant  - =y  , que  13^ — 12,  en  foit  utv 

aufïï.  * 

On  voit  ici  qü’il  n’y  auroit  qu’à  faire 

X 

y=  1 , mais  comme  ce  n’efl:  que  le  hafard 
qui  nous  donne  cette  valeur  , nous  allons 
pourfuivre  le  calcul  félon  dbtre  méthode, 
jufqu’à  ce  que  l’on  arrive  à une  formule 
qui  foit  fufceptible  des  méthodes  ordinaire^. 
Comme  1 2 eft  divifible  par  4 , je  rejete  ce 
divifeur quarré, en  me  fouvenantque  je  dois 
enfuite  multiplier  la  valeur  dey'  par  2 , 
j’aurai  donc  à rendre  quarrée  la  formule 

1 3<y1— 3 , ou  bien , en  faifont  ( 0IÎJ 

fuppofe  que  r & / font  des  nombres  entiers 
premiers  entr’eux , en  forte  que  la  fra&ion». 

Mm  4 
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T-  foit  déjà  réduite  à Tes  moindres  termes  , 


comme  la  fra&ion  p)  , celle-ci  1 3^ — 3 p -, 
foit  Ja  racine  {' , j’aurai 

i3^=f+3/2» 

& je  feraw’  =mf  — 13/’,  tétant  un 
nombre  entier  non  > ^ , c’eft-à-d.  < 7 , 
& tel  que  divifible  par  13  ; (>£ 

je  trouve  m=6  , ce  qui  donne  m~\~3>==l9 
= 13-35  donc  fubftituant  la  valeur  de  3' 
& divifant  toute  l’équation  par  1 3 , on  aura 

^=3/’— *-<S/T7H3Â 

Comme  le  coefficient  3 de p n’eft  ni  quarré 
ni  moindre  qde  celui  de/*  dans  l’équation 
précédente  , on  fera  (art.  54)  f—pp 
-f , & fubftituant  l’on  aura  la  trans- 
formée. 


rV-z(6_3,)/"/'+(3,1-i.6,+  1 3 )À 
on  déterminera  , en  forte  que  6 — 3^  ne 
foit  pas  > ; , & il  eft  clair  qu’il  faudra 
faire  ^ = z , Ce  qui  donne  6 — 3,0=0  ; & 
l’équation  deviendra 

r'=3f'+/' , 


laquelle  eft , comme  l’on  voit  j réduite  à 
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1 état  demandé , puifque  le  coefficient  du 
quarté  de  l’une  des  deux  indéterminées  du 
fécond  membre  eft  auffi  quarré. 

On  fera  donc  , pour  avoir  la  folution  la 
plus  firpple  qu’il  eft  poffible o ,/'= i 
& r=i  j donc  f—M-  = 2 , & de  là  y'=j 
= ^ i mais  nous  avons  vu  qu’il  faut  mul- 
tiplier la  valeur  de  y'  par  2 ; ainfi  on  aura 
y'  = 1 ; donc , en  rétrogradant  toujours  , 

on  aura£  = 1 $ donc  q'  —p  ; donc  l’équa- 

I 

tion — 12 /»’=( — 127+417')1 — 1 37%  don- 
nera ( — ixq-\- 4ipy=p1  ; donc  — 127 
-[-41 />=/>,  c’eft-à-dire  127  = 40/7  ; donc 
y—j=^~~i  mais  comme  il  faut  di- 
vifer  la  valeur  dej-  par  2,  on  aura y=*-,9 
ce  fera  le  côté  de  la  racine  de  la  formule 
propofée  7 + 1 5 X + 1 3*’  ; ainfi  faifant  cette 
quantité  —j>  on  trouvera  par  la  réfolu- 
tion  de  l’équation,  2Ôx-|-i5=+j,  d’où 


On  auroit  pu  prendre  auffi  — 1 iq-\~4ip 
= — p , & l’on  auroit  eu  y=9-  = ~j  & 
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divifant  par  2 , y ; faifant  donc  7+ 1 
•-}-  i3-v‘=  (iî)2»  on  trouvera  2.6jc  — {—  1 5 

=+-:  donc  x=z — — , ou  = — i. 

—j  * 51  4 

Si  on  vouloit  avoir  d’autres  valeurs  de  x f 
il  n’y  auroit  qu’à  chercher  d’autres  folutions 

if  1 

de  l’équation  r3  = 3/"’  -}- J1 , laquelle  eft 
réfoluble  en  général  par  les  méthodes  con- 
nues } mais  on  peut  aufli , dès  qu’on  connoît 
une  'feule  valeur  de  x , en  déduire  immé- 
diatement toutes  les  autres  valeurs  fatisfai- 
fantes  de  x par  la  méthode  expliquée  dans 
le  chap.  IV  du  traité  précédent. 

Remarque.  . 

57.  Suppofons  en  général  que  la  quan- 
tité a-\-bx-\-cx'L  devienne  égale  à unquarré 
g3  y lorfque  x=f,  en  forte  que  l’on  ait 
a-\-f>f-\-cf1z=g3;  donc  a—g—bf—cf'i 
de  forte  qu’en  fubftituant  cette  valeur  dans 
la  formule  propofée,  elle  deviendra 

g' -f  ■ b ( ■ * —f)  + c ( ** ■ — /’  )• 

Qu’on  prenne  g-\-m(x — f)  pour,  U 
racine  de  cette  quantité , m étant  un  nom- 
bre indéterminé,  & l’on  aura  l’cquation 


I 
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£+  h (*—f)+c  Çx'— /’)  =g'+  img(x—f) 
-\-m'(x — f)%,  c’elt-à-dire  en  effaçant  g1 
cle  part  & d’autre,  &:  divifant  enfuite  par 
x~f>  +/) = 2 Jng+n?  (x—f)  i 

d’où  l’on  tire 

. fm' — rgm-\-b-\-  cf 

m 1 — c 

Et  il  eft  clair  qu’à  caufe  du  nombre  indé- 
terminé m , cette  expreflion  de  x doit  ren- 
fermer toutes  les  valeurs  qu’on  peut  donner 
à x , pour  que  la  formule  propofée  devienne 
un  quarré  ; car  quel  que  foit  le  nombre  quarré 
auquel  cette  formule  peut  être  égale  , il  eft 
vifible  que  la  racine  de  ce  nombre  pourra 
toujours  être  reprélèntée .par  g-\-m(x — /),• 
en  donnant  à m une  valeur  convenable. 
Ainfi  quand  ou  aura  trouvé  par  la  •mé- 
thode expliquée  ci-deffus  une  feule  valeur 
fatisfaifante  de  x , il  n’y  aura  qu’à  la  prendre 
pour/,  & la  racine  du  quarré  qui  en  réfultera 
pour  g i l’on  aura  par  la  formule  précé- 
dente toutes  les  autres  valeurs  pofîiblcs 
de  x. 

Pans  l’exemple  précédent  on  a trouvé 
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y =f&  x = — 7;  ainft  on  ferae-.=  7r& 
/=— i,  & l’on  aura 

' 19  — 10  m — im’ 

3 (m1  13)  » 

% 

c’efl;  l’expreffion  générale  des  valeurs  ra- 
tionnelles de  x , qui  peuvent  rendfe  quarrée 
la  quantité  7 13 x\ 

Exemple  II. 

/ 

58.  Soit  encore  propofé  de  trouver  une 
valeur  rationnelle  dey,  telle  que  i}y'  — 5 
(oit  un  quarré. 

Comme  13  &:  5 ne  font  divifibles  par 
aucun  nombre  quarré  , il  n’y  aura  aucune 
réduction  à y faire.  Ainfi  en  faifanty=^-, 
il  faudra  que  la  formée  13  p2 — 5 f 
devienne  un  quarré  f ; de  forte  qu’on 
aura  l’équation  = 

On  fera  donc  \ =nc]  — 1 ycj' , & il  faudra 
prendre  pour  /zun  nombre  entier  non>  ~9 
tel  que  /z1— J—  5 foit  divifible  par  13.  Je 
trouve  « = 8 , ce  qui  donne  /i3  — 5 = 0-3. 3 , 
Se  cette  valeur  de  n elt  la  feule  qui  ait 
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les  conditions  requifes.  Subftituant  donc; 
8ÿ — 237'  à la  place  de  { , & divifant  toute 
l’équation  par  13  , j’aurai  celle-ci , 

dans  laquelle  on  voit  que  le  coefficient  f 
eft  déjà  moindre  que  la  valeur  de  B qui 
eft  5 , abftraétion  faite  du  figne. 

Ainfi  on  multipliera  toute  l’équation  par 

3,  & l’ou  aura  3/>1=(3i7 — 8 ?')1 -f-  5 fi 
de  forte  qu’en  faifant  — ==y , il  faudra  que 

1 

la  formule  — 5 y -f-  3 foit  un  quarré  , ovi 
les  coefficiens  j & 3 n’admettent  aucune 
réduction. 

. • 

Soit  donc  y = ^y  ( r & fi ont  fuppofés 

premiers  cntr’eux , au  lieu  que  f & p peu- 
vent ne  pas  l’être  ) , & l’on  aura  à rendre 
quarrée  la  quantité  — 5 r'-\-  j/2  ; de  forte 
qu’en  nommant  la  racine  p , on  aura  — - 5 /•* 

+3/—Î*»0*  delà— 5 /*={*— 3/». 

On  prendra  donc  f = mf+îf  * & H 
faudra  que  m foit  un  nombre  entier  non  * 
> ' j- , & tel  que  mx  — 3 foit  divifible  par  5 j' 
or  c’eft  ce  qui  eft  impofiible  , çar  on  ne 


■>-  Uigitj^ed  by  Google 


s Additions . 

pourroit  prendre  que  ou  = i , CG 

qui  donne  tn  — 3~~ — 2.  ou=  1.  Ainff  on 
en  doit  conclure  que  le  problème  n’eft  pas 
réfoluble  ; c'eft-à-dire  qu’il  eft  impoffible 
que  la  formule  xj/1—  5 puiffe  jamais  de- 
venir égale  à un  nombre  quatre , quelque 
nombre  que  l’onfubftitue  à Ki  place  dej^. 
Corollaire. 

59.  Si  on  avoit  une  équation  quelcon- 
que du  fécond  degré  à deux  inconnues , 
telle  que  a-\-bxJrcy-\-dx7-\-exy-\-fy'l=o7 
& que  l’on  proposât  de  trouver  des  valeurs 
rationnelles  de  * & y qui  fatisfiffent  à cette 
équation  , on  y pourroit  parvenir  , lorfquc 
cela  eft  poflible , par  la  méthode  que  nous 
venons  d’expo  fer.  . 

En  effet , fi  on  tire  la  valeur  de  y en  .y  , 
on  aura 

ifyjrexjrc=\/ ((« c+exy—4f(a+l>x+dx *))  , 

ou  bien  en  faifant 

ct=c-  — 4<r/,  Çi—ice — 4 tfir  — 6' — Atf» 

*fyJrex-\~c  = \/  » 

«de  forte  que  la  quedion  fera  réduite  à trou- 
ver des  valeurs  de  .v  qui  rendent  rationnel 
le  radical  y7  ( * ‘ 


jà 
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Remarque. 

60.  Nous  avons  déjà  traité  ce  même 
fujet  , mais  d’une  maniéré  un  peu  diffé-- 
rente  ,dans  les  Mémoires  de  l’ Académie  des 
Sciences  de  Berlin  pour  l’année  1767  , & 
nous  croyons  être  les  premiers  qui  ayons 
donné  une  méthode  directe  &«xempte  de 
tâtonnement  pour  la  folution  des  problèmes 
indéterminés  du  fécond  degré.  Le  Leéleur 
qui  fera  cnrieux  d’approfondir  cette  ma- 
tière, pourra  confulter  les  Mémoires  cités  , 
où  il  trouvera  fur-tout  des  remarques  nou- 
velles & importantes  fur  la  recherche  des 
nombres  entiers  qui  étant  pris  pour  n , 
peuvent  rendre  n' — B divilible  par  A , 
A & B étant  des  nombres  donnés. 

On  trouvera  auffi  dans  les  Mémoires  pour 
les  années  1770  *&  fuivantes,  des  recher-* 
chcs  fur  la  forme  des  divifeurs  des  nombres 
repréfentés  par  f — Bf  ; de  forte  que  par 
la  forme  même  du  nombre  A , on  pourra 
juger  fouvent  de  l’impoflibiliré de  lequa- 
tion  A p'  ={’ — Bf , où  Ay  fi — à un 
, quarré  , ( art.  51). 
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Legendre  s’eft  occupé  depuis,  dans  le 
Mémoire  cité  plus  haut  (art.  47)  , à 
chercher  les  conditions  générales  de  la 
poflibilité  ou  de  iTmpoflibilité  des  équa- 
tions indéterminées  du  fécond  degré  , & 
il  ell  parvenu  à ce  théorème  remarqua- 
ble , que  l’équation  ax1  -•[-  bx:  = cz1 , dans 
laquelle  a , b , c font  pojitifs  , premiers 
entr  eux  & dégagés  de  tout  facteur  quarréy 
efl  réfoluble  ; f on  peut  trouver  trois 
entiers  a , p ,■  v tels  que  les  trois  quantités 

b Cu — b ci-' — a-.  , 

-, — , — : J oient  des  entiers. 


aA 
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PARAGRAPHE  VI. 


Sur  les  doubles  & triples  Egalités . 

éi.INfous  traiterons  ici  en  peu  de  mots 
des  doubles  & triples  égalités,  qui  font  d’un 
ufage  très-fréquent  dans  l’analyfe  de  Dio- 
phante & pour  la  folution  defquelles  ce 
grand  Géomètre  & fes  Commentateurs  ont 
cru  devoir  donner  des  réglés  particulières. 

Lorfqu’on  a une  formule  contenant  une 
ou  plufteurs  inconnues  à égaler  à une  puif- 
fance  parfaite  , comme  à un  quarré  ou  à un 
cube  &c.  cela  s’appelle  dans  l’analyfe  de 
Diophante  une  égalité  fimple  ; &:  lorfqu’on 
a deux  formules  contenant  la  môme  ou  les 
mêmes  inconnues  à égaler  chacune  à des 
puiflanees  parfaires , cela  s’appelle  une  éga- 
lité double  & ainft  de  fuite. 

Jufqu’ici  on  a vu  comment  il  faut  ré- 
foudre les  égalités  fimples  où  l’inconnue  ne 
pafle  pas  le  fécond  degré  \ & où  la  puif- 
fance  propofée  elb,  la  fécondé  , c’eft  à-dire 
le  quarré. 

Tome  //.  N n 


J 
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Voyons  donc  comment  on  doit  traiter 
les  égalités*doubles  & triples  de  la  même 
elpece. 

62.  Soit  d’abord  propofée  cette  égalité 
doublée , 

a-\-bx=.  à un  quarré 
* c-J-i/at=  à un  quarré  , 
où  l’inconnue  x ne  Te  trouve  qu’au  premier 
degré. 

Faifant  a-\-bx=t'  &:  c-)^dx  — u' , & 
chaflant  x de  ces  deux  équations , on  aura 
al — bc—df — bu*  ; donc  dC—biï-\-ad — le , 
& ( dt  )*  = dbü * -j~  ( ad  — bc  ) d ; de  forte 
que  la  difficulté  fera  réduite  à trouver  une 
valeur  rationnelle  de  u , telle  que  dbuL-\-ad‘ 
— bed  devienne  un  quarré.  On  réfoudra 
cette  égalité  fi mple  par  la  méthode  expofée 
ci- défi  us  , & connoiffiant  ainfi  u on  aura 


Si  l’égalité  doublée  étoit 

ax'-\-bx=.à  un  quarré 
Cx'-^-dx—à  un  quarré  , 

il  n’y  auroit  qu’à  faire  x = — , & multi- 
1 x 


» 
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plier  enfuite  l’une  & l’autre  formule  par 

i 

le  quarré  x1,  on  auroit  ces  deux  autres  éga- 
* 1 
lités  a-\-bx=.à  un  quarré  &c  c-\-dx—  à un 

quarré,  qui  font  femblablesaux  précédentes. 

Ainfi  on  peut  réfoudre  en  général  toutes 
les  égalités  doubles  où  l’inconnue  ne  palfe 
pas  le  premier  degré , & celles  où  l’incon- 
nue fe  trouve  dans  tous  les  termes , pourvu 
qu’elle  ne  paffe  pas  le  fécond  degré  ; 
mais  il  n’en  dt  pas  de  même  lorfque  l’on 
a des  égalités  de  cette  forme  , 

a-|-/’X-|-c.v,=  à un  quarré 
J— ~ à un  quarré. 

Si  on  réfoud  la  première  de  ces  égalités 
par  notre  méthode  , & qu’on  nomme/’la 
valeur  de  x qui  rend  fl-f-Zur-J-cx’  = au 
quarré  g"  , on  aura  en  général  (art.  57) 

__  (ni — 

X nf — c * 

donc  fubftituant  cette  expreffion  de  x dans 
l’autre  formule  a-|-£x-}-7V , 6c  la  mul- 
tipliant enfuite  par  (/rc1 — c)1,  on  aura  à 
réfoudre  l’égalité  , 
tt-inû — — c)  ( fm' — 

h n -1 


I 
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( fni1  — î-gm-^-b-\-cfy  =à  un  quant  , 
dans  laquelle  l’inconnue  m monte  au  qua- 
trième degré. 

Or  on  n’a  jufqu’à  préfent  aucune  réglé 
générale  pour  réfoudre  ces  fortes  d’égalités, 
& tout  ce  qu’on  peut  faire , c’eft  de  trouver 
fuccdîivement  différentes  folutions  , lorf- 
qu’on  en  connoît  une  feule.  (Voyez  le 
chapitre  IX). 

• 63.  Si  on  avoit  la  triple  égalité 
axJrby  1 

cx-\-dy  V = à un  quarré , 
hx-\-ky  ) 

on  feroit  ax  -}-  by—t 5 , ex  -j-  dy  — ü1  , & 
bx-\-ky=.p , &:  chaffant  x de  ces  trois 
équations , on  auroit  celle-ci , 

(ak  — b h)  ü1  — (ck  — dh)  ? = ( ad  — cb)  p ; 

de  forte  qu’en  faifant u-  , la  difficulté  fo 
réduiroit  à réfoudre  l’égalité  lîmple , 
ak — hh  ck — "dh  , , 

3= 7bi-â=a,=auniuan*> 

laquelle  eft  comme  l’on  voit  dans  le  cas 
de  notre  méthode  générale. 
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Ayant  trouvé  la  valeur  de  r on  aura 
u— *{  » & les  deux  premières  équations 
donneront 


d — bf 


ad — cb  ' ’ J ad — cb“ 

Mais  fi  la  triple  égalité  propofée  ne  con- 
tenoir  qu’une  feule  variable , on  retom- 
beront alors  dans  une  égalité  où  l’inconnue 


monreroit  au  quatrième  degré.. 

En  effet , il  eft  clair  que  ce  cas  peut  fe 
déduire  du  précédent,  en  faifant  y = i ; 

de  forte  qu’il  faudra  que  l’on  ait^ — 

ad — cb 


—i  , & par  conféquent  a~. ~=àun 

1 ad — eu 

quarré. 

Or  nommant  f une  des  valeurs  de  ç qui 
peuvent  fatisfaire  à l’égalité  ci-deffus , & 

faifant  pour  abréger  £z£==eyon  aura 
en  général  (art.  57) 

/m'—igm+ef 

1 ' ZTT  ~ • 

m — c 

Donc  fubffituant  cette  valeur  de  ,7  dans 
la  derniere  égalité  & la  multipliant  toute 
par  le  quarté  de  m' — e , on  aura  celle  ci  ? 

Nn  j. 
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a(  fmr — )’  — c(m 1 — e)* 

— cé 

= à w/z  quarré , où  l’inconnue  /rc  monte  , 
comme  l’on  voit , au  quatrième  degré. 

PAR  AG  RAPHE  VIL 

! •( 

Méthode  direcle  & générale  pour  trouver 
toutes  les  valeurs  de  y exprimées  en  nom- 
bres entiers  , par  lef quelles  on  peut  rendre 
rationnelles  les  quantités  de  la  forme 

y/  (Ay’-fB)  , 

A & B étant  des  nombres  entiers  donnés  ; 

& pour  trouver  auffi  toutes  les  folutions 
pojfbles  en  nombres  entiers  des  Equations 
indéterminées  du  fécond  degré  à deux 
inconnues. 

Addition  pour  U Chapitre  V /. 

64. (Quoique  par  la  méthode  du  §.  V 
on  puifie  trouver  des  formules  générales 
qui  renferment  toutes  les  valeurs  ration- 
nelles de^y , propres  à rendre  Ay'ApB  égal 
ù un  quarré , cependant  ces  formules  ne  font 
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d'aucun  ufage,  lorfqu’on  demande  pourjy 
des  valeurs  exprimées  en  nombres  entiers  $ 
c’eft  pourquoi  nous  fommes  obligés  de 
donner  ici  une  nouvelle  méthode  pour 
réfoudre  la  queftion  dans  le  cas  des  nom- 
bres entiers. 

Soit  donc  Ay'Aç-B—x1}  & comme  A 
& B font  fuppofés  des  nombres  entiers , & 
que  y doit  être  auïïi  un  nombre  entier  , il 
eft  clair  que  x devra  être  pareillement 
entier  ; de  forte  qu’on  aura  à réfoudre  en: 
entiers  l’équation 

x'  — Ay'—B. 

Je  commence  par  remarquer  ici  que  û B 
n’cft  divifible  par  aucun  nombre  quarré,  il 
faudra  néceflairement  que  y foit  premier 
à B ; car  fuppofons , s’il  eft  pofîible  , que 
y & B aient  une  commune  mefure  <*,  en 

r 

forte  que  y=«.y,  & B = <tB' donc  on 

I 

aura  jc’  = A*  y*  — *B  ' , d’où  il  s’enfuit 
qu’il  faudra  que  x 2 foit  divifible  par  « ,•  & 
comme  “ n’eft  niquarréni  divifible  par  aucun 
quarré,  ( hyp .)  , à caufe  que  * eft  fafteur. 

Nn  4 
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de  B , il  faudra  que  x foit  divifible  par  « ; 
faifant  donc  x—*x,  on  aura  * x' z=.  * Ay* 
4-*-#',  ou  bien  en  divifant  par  «,  « x 1 

I 

— a Ay'  -J- B'  ; d’où  l’on  voit  que  B‘ 
devroit  encore  être  divilible  par  *,  ce  qui 
efi  contre  l’hypothefe. 

Ce  n’eft  donc  que  lorfque  B contient  des 
faéleurs  quarrés  que  y peut  avoir  une  com- 
mune mefure  avec  B ; & il  efi  facile  de 
voir  par  la  démonftration  précédente  que 
cette  commune  mefure  àe  y &:  de  B ne 
peut  être  que  la  racine  d’un  des  faéfeurs 
quarrés  de  B , Sc  que  le  nombre  x devra 
avoir  la  même  commune  mefure  ; en  forte 
que  toute  l’équation  fera  divifible  par  le 
quarré  de  ce  commun  divileur  d ex,y!kB. 

De  là  je  conclus,  i°.  que  fi  B n’eft 
divifible  par  aucun  quarré  ,y  & B feront 
premiers  entr’eux. 

%°.  Que  fi  B eft  divifible  par  un  feul 
quarré  *' ,y  pourra  être  premier  à B ou 
divifible  par  * , ce  qui  fait  deux  cas  qu’il 
faudra  examiner  féparément;  dans  le  premier 
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cas  on  réfoudra  l’équation  x' — Ay'—B, 
en  fuppofant y &:  B premiers  entr’eux  ; dans 
le  fécond  on  aura  à réfoudre  l’équation 

B 

x 1 — Ay'=B' , B'  étant  = — , en  fup- 


pofant aufli y & B'  premiers  entr’eux  ; mais 
il  faudra  cnfuite  multiplier  par  « les  valeurs 
qu’on  aura  trouvées  pour  y & x , pour 
avoir  les  valeurs  convenables  à l’équation 
propofée. 

30.  Que  fi  B cfl:  divifible  par  deux  dif- 
férens  quarrés , <*’  &:  P , on  aura  trois  cas 
à confidérer  ; dans  le  premier  on  réfoudra 
l’équation  x 1 — Ayzr=B,  en  regardant  y 
& fi  comme  premiers  entr’eux  j dans  le 
fécond  on  réfoudra  de  même  l’équation 

x1 — Ay-—B' , B'  é tant  = fr,  dans  l’hy- 

pothefe  de  y & B'  premiers  entr’eux  , & 
on  multipliera  enfuite  les  valeurs  de  x & y 
par  “ ; dans  le  troifieme  on  réfoudra  l equa- 

tion  x'  — Ay'=B"  , B"  étant  = — , dans 

p 


l’hypothcfe  de  y & B''  premiers  entr’eux, 
& on  multipliera  enfuite  les  valeurs  de  x 
& de  y par  & 
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- 4°.  & c.  Ainfi  on  aura  autant  d’équations 
différentes  à réfoudre , qu'il  y aura  de  dif- 
férens  divifeurs  quarrés  de  B ,•  mais  ces 
équations  feront  toutes  de  la  même  forme 
x 1 — Ay'  = B , &:  y fera  aufti  toujours 
premier  à B. 

6\ y Confidérons  donc  en  général  l’équa- 
tion x1  — Ay'  — B , où  y eft  premier  à B ; 
& comme  x Scy  doivent  être  des  nombres 
entiers,  il  faudra  que  — Ay'  foit  divi- 
fible  par  B. 

On  fera  donc , fuivant  la  méthode  du 
§.  IV  art.  48  , x—tiy  — B\  , & l’on  aura 
l’équation 

(«’ — A)y 5 — wByi-\-B'f=B  , 
par  laquelle  on  voit  que  le  terme  ( n ' — A)y * 
doit  être  divîfîbîe  par  B , puifque  tous  les 
aut  es  le  font  d’eux-mêmes  j donc  , comme 
y eft  premier  à B , {hyp.) , il  faudra  que 
n'  — A foit  divifible  par  B ; de  forte  qu’en 

r r T? A 

raiiant  — — — —C , on  aura,  apres  avoit 

divifé  par  Z?, 

Cy'  — wyï+Bf—i  ; 


Digitized  by  Gc 


Additions . 571 

or  cette  équation  eft  plus  fimple  que  la  pro- 
pofée , en  ce  que  le  fécond  membre  eft 
égal  à l’unité. 

On  cherchera  donc  les  valeurs  de  n qui 
peuvent  rendre  ri1 — A divifible  par  B ; 
pour  cela  il  fuffira  ( art.  47  ) d’effayer 
pour  n tous  les  nombres  entiers  pofitifs  ou 
négatifs  non  > - ; & fi  parmi  ceux-ci  on 
n’en  trouve  aucun  qui  farisfaffe , on  en 
conclura  d’abord  qu’il  cft  impoffible  que 
n'1  — A puiiïe  être  divifible  par  2?,  &*  qu’ainfi 
l’équation  propofée  n’eft  pas  réfoluble  en 
nombres  entiers. 

Mais  fi  on  trouve  de  cette  maniéré  un 
ou  plufieurs  nombres  fatisfaifans , on  les 
prendra  l’un  après  l’autre  pour  n , ce  qui 
donnera  autant  de  différentes  équations  qu’/l 
faudra  traiter  féparément , & dont  chacune 
pourra  fournir  une  ou  plufieurs  folutions  de 
la  queftion  propofée. 

Quant  aux  valeurs  de  n qui  furpafleroient 
celle  de^>  on  ên  pourra  faire  abfiraéfion  , 
parce  qu’elles  ne  donneroient  point  d’équa- 
tions différentes  de  celles  qui  réfulterontdcs 
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valeurs  de  n qui  ne  font  pas  > ~ , comme 
nous  l’avons  déjà  montré  dans  l’art.  5 2. 

Au  refte  comme  la  condition  par  la- 
quelle on  doit  déterminer  n eft  que  ri1 — A 
foit  divifible  par  B , il  eft  clair  que  chaque 
valeur  de  n pourra  être  également  pofttive 
ou  négative;  de  forte  qu’il  fuffira  d’eflayer 
fucceflîvement  pour  n tous  les  nombres 
naturels  qui  ne  font  pas  plus  grands  que  \ , 
& de  prendre  enfuite  les  valeurs  fatisfai- 
fàntes  de  n tant  en  plus  qu’en  moins. 

Nous  avons  donné  ailleurs  des  réglés 
pour  faciliter  la  recherche  des  valeurs  de  n 
qui  peuvent  avoir  la  propriété  requife , & 
même  pour  trouver  ces  valeurs  à priori 
dans  un  grand  nombre  de  cas.  Voye ç les 
Mémoires  de  Berlin  pour  tannée  ijGy  , 
Pa3es  '94  fi'  2-J4- 
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Réfolution  de  l'équation  Cy 1 — my  z+Bz1—  1 
en  nombres  entiers. 

On  peut  réfoudre  cette  équation  par 
deux  méthodes  différentes  que  nous  allons 
expliquer. 

Première  Méthode. 

66.  Comme  les  quantités  C , n , B font 
fuppofées  des  nombres  entiers , de  même 
que  les  indéterminées  y & ^ , il  eft  vifible 
que  la  quantité  Cy 1 — myç-j-Bf  fe ra  tou- 
jours néceffairement  égale  à des  nombres 
entiers  j par  conféquent  l’unité  fera  la  plus 
petite  valeur  qu’elle  puiffe  recevoir  , à 
moins  qu’elle  ne  puiffe  devenir  nulle  , ce 
qui  ne  peut  arriver  que  lorfque  cette  quan- 
tité peut  fe  décompofer  en  deux  fà&eurs 
rationnels  \ comme  ce  cas  n’a  aucune  dif- 
ficulté , nous  en  ferons  d’abord  abftraéfion , 
& la  queffion  fe  réduira  à trouver  les  va- 
leurs de  y & { , qui  rendront  la  quantité 
dont  il  s’agit  la  plus  petite  qu’il  eft  poftible  j 
ft  le  minimum  eft  égal  à l’unité  , on  aura 
la  réfolution  de  l’équation  propofée , finon 
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on  fera  a Hure  qu’elle  n’admet  aucune  fo- 
lution  en  nombres  entiers.  A infi  le  problème 
préfent  rentre  dans  le  problème  III  du  §.  II 
& eft  fufceptible  d’une  folurion  femblable. 
Or  comme  l’on  a ici  (î/z)1 — C=  4A 
( art.  65  ) il  faudra  diftinguer  deux  cas, 
fuivant  que  A fera  pofitif  ou  négatif. 

Premier  cas  lorfjue  n1  — BC=  A <0. 

67.  Suivant  la  méthode  de  l’art.  31  il 
faudra  réduire  en  fraélion  continue  la  frac- 
tion^., prife  polîtivement  ; c’eft  ce  qu’on 
exécutera  par  la  réglé  de  l’art.  4 ; enfuite 
on  formera  par  les  formules  de  l’art.  1 o la 
férié  des  fraélions  convergentes  vers^.,  Sc 
il  n’y  aura  plus  qu’à  eflayer  fucceffivement 
les  numérateurs  de  ces  fraélions  pour  le 
nombre y,tk  les  dénominateurs  correfpon- 
dans  pour  le  nombre  { y frla  propofée  efl 
réfoluble  en  nombres  entiers , on  trouvera 
de  cette  maniéré  les  valeurs  fatisfaifàntes 
de  y & \ ; & réciproquement  on  fera  alluré 
que  la  propofée  n’admet  aucune  folution  en 
nombres  entiers,  li  parmi  les  nombres  qu’on 


i 

% 

I 
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aura  eflayés  il  ne  s’en  trouve  point  de  fa- 
tisfaifans. 

Second  cas  lorfqueti1  — BC  = A>o. 
68.  On  fera  ufage  ici  de  la  méthode  de 
l’art.  33  & fuiv.  ainli , à caufe  de  E = 4 A , 
on  confidérera  d’abord  la  quantité  ( arti- 
cle 39) 


dans  laquelle  il  faudra  déterminer  les  lignes 
tant  de  la  valeur  de  n , que  nous  avons  vu 
pouvoir  être  également  pofitive  & néga- 
tive , que  de  y/  A , en  forte  qu’elle  devienne 


pofitive  ; enfuite  on  fera  le  calcul  fuivant  : 

Q’  = — n,  P'=C,  p 

±VA 

P- 

<2'  . r - Q 

^-Ql  ~WA 
P ' 

Q"  =/*'  P'  +Q.'  , P"=^^,^' 

— Q" 

^ pu 

1 1 1 

^ pi  11 

&c.  &c.  &c. 

& on  continuera  feulement  ces  fériés  jufqu’à 
ce  que  deux  termes  correfpondans  de  la 
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première  & de  la  fécondé  férié  reparoiffent 
enfemble  ; alors , fi  parmi  les  termes  de  la 
fécondé  férié  Pa , P' , P" , &c.  il  s’en  trouve 
un  égal  à l’unité  pofitive , ce  terme  donnera 
une  folution  de  l’équation  propofée,  & les 
valeurs  dey  Sc  ^ feront  les  termes  corref- 
pondans  des  deux  fériés  p° , p' , p"  , &c. 
& q° , q' , q" , calculées  par  les  formules  de 
l’art.  1 5 ; finon  on  en  conclura  fur-le-champ 
que  la  propofée  n’eft  pas  réfoluble  en  nom- 
bres entiers.  ( Voye ç l’exemple  de  l’art.  40  ) 

Troijieme  Cas  lorfque  A = à un  quarré. 

69.  Dans  ce  cas  le  nombre  \/A  deviendra 
rationnel,  & la  quantité  Cy 1 — 2 «y{  + 5[‘ 
pourra  fe  décompofer  en  deux  fafteurs  ra- 
tionnels. En  effet  cette  quantité  n’efl:  autre 

choie  que  celle-ci,  jr, — , 

laquelle,  en  fuppofant  A =a' , peut  fe 
mettre  fous  cette  forme  , 

(Cy±(n-\-a)i)  (Cy+(n — a)  7) 

C 

Or  comme  rv — ar—AC—{n-\-a){n — a), 
il  faudra  que  le  produit  de  n-\-a  par  n — a 

foie 
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foit  divifiHe  par  C , & par  conféquent  que 
l’un  de  ces  deux  nombres  n \-a  & n — a 
foit  divifible  par  un  des  fadeurs  de  C y Sc 
l’autre  par  le  fadeur  réciproque  ; fuppofons 
donc  C—bc&i  que  n-\-a=fb , & n — a=gct 
ftk  b étant  des  nombres  entiers , & la  quan- 
tité précédente  deviendra  le  produit  de  ces 
deux  fadeurs  linéaires,  cy+fa  & byj^gf  ; 
donc  , puifque  ces  deux  fadeurs  font  égaux 
à des  nombres  entiers  , il  eft  clair  que  leur 
produit  ne  fauroit  être  = 1 , comme  l’équa- 
tion propofée  le  demande  , à moins  que 
chacun  deux  ne  foit  en  particulier  = + 1 ; 
on  fera  donc  cY+f\—+  j & by  +e^=+ 1 , 
& on  déterminera  par-là  les  nombres  y 
& { ; fi  ces  nombres  fe  trouvent  entiers  , 
on  aura  la  folurion  de  l’équation  propofée, 
finon  elle  fera  infoluble  au  moins  en  nom- 
bres entiers. 

Seconde  Méthode. 

70.  Qu’on  pratique  fur  la  formule  Cy 1 
■ — B f des  transformations  fembla- 
bles  à celles  dont  nous  avons  fait  ulage  plus 

Tome  //,  O 0 
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liant  ( art.  54  ) & je  dis  qu’on  pourra 
toujours  parvenir  à une  transformée , telle 
que 

ZI-  — 1 Af|  JVÿ*  , 
les  nombres  L , M , .A^ étant  des  nombres 
entiers  dépendans  des  nombres  donnés  € , 
B , n,  en  forte  que  l’on  ait  M 1 — LN=nx 
— CB—A,  & que  de  plus  iAf  ne  foit  pas 
plus  grand  ( abftra&ion  faire  des  lignes) 
que  le  nombre  L ni  que  le  nombre  N , 
les  nombres  | & * feront  aufli  des  nom- 
bres entiers , mais  dépendans  des  nombres 
indéterminés  y & p 

En  effet , foit  par  exemple  C moindre 
que  B , & qu’on  mette  la  formule  dont  il 
s’agit  fous  cette  forme 

B'y'-inyy'-\-By\ 

1 

en  faifant  C=zB'  & \—y  y fi  i/2  n’eft  pas 
plus  grand  que  B' , il  eft  clair  que  cette 
formule  aura  ^léjà  d’elle-même  les  condi- 
tions requifes  -,  mais  fi  1 n eft  plus  grand 
que  B'  , alors  onfuppoferaj^/Tzy'-^-y', 
& fubffituant  ç>n  aura  la  transformée 


Addition 

B-y—xn  /'r+Æ'ÿ, 
OÙ  n'=n — mB't 

B"=.rri1  B' — x ni  n — j-  B — 
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n'  — A 
B'  * 


Or  comme  le  nombre  m eft  indéterminé 
on  pourra , en  le  fuppofant  entier , le  pren- 
dre tel  que  lepombre  n — m B'  ne  Toit  pas 
plus  grand  que  \ B'  ,•  alors  xn  ne  furpaf- 
iera  pas  B\  Ainfi  fi  x n'  ne  fiirpafle  pas 
non  plus  B"  , la  transformée  précédente 
fera  déjà  dans  le  cas  qu’on  a en  vue  ; mais 
fi  m1  eft  plus  grand  que  B " , on  continuera 

i 

alors  à fuppofer  f ce  qui 

donnera  la  nouvelle  transformée 


B'"y  — xn" y" ym  B"ÿ  , 
où  n"=z-\-  n'  — m'  B" , 

I 7 n 

B'" = m' B1'  — imn  4-  B' = —~A. 

~ B “ 

On  déterminera  le  nombre  entier  mx , 
en  forte  que  V — m' B"  ne  foit  pas  plus 

a B"  ’ 

grand  que  — -,  moyennant  quoi  x n"  ne 

furpaffera  pas  B ' j de  forte  que  l’on  aura 

Oo  2 
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la  transformée  cherchée,  fi  xn"  nè  furpafle 
pas  non  plus  B"’  , mais  fi  m" furpafle  B'"  , 
on  fuppofera  de  nouveau y"=m"y"'-3ç-ÿ ' 
&c,  &c. 

Or  il  eft  vifible  que  ces  opérations  ne 
peuvent  pas  aller  à l’infini  j car  puifque  in 
eft  plus  grand  que  B'  & que  xnl  ne  l’eft 
pas,  il  eft  clair  que  n'  fera  moindre  que  n; 
de  même  in'  eft  plus  grand  que  2?"  , & 
xn"  ne  l’eft  pas  ; donc  n"  fera  moindre  que 
n' , & ainfi  de  fuite  ; de  forte  que  les  nom- 
bres n , n' , n"  6t.  formeront  une  fuite  dé- 
croiflante  de  nombres  entiers , laquelle  ne 
pourra  par  conféquent  pas  aller  à l’infini. 
On  parviendra  donc  néceflairement  à une 
formule  où  le  coefficient  du  terme  moyen 
ne  fera  pas  plus  grand  que  ceux  des  deux 
termes  extrêmes,  & qui  aura  d’aiiieurs  les 
autres  propriétés  que  nous  avons  énoncées 
ci-defius  j ce  qui  eft  évident  par  la  nature 
même  des  transformations  pratiquées. 

Pour  faciliter  la  transformation  de  la  for- 
mule 
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en  celle-ci , 

L?—z  M £*-{-  AV  , 

je  défigne  par  D le  plus  grand  des  deux 

coefficiens  extrêmes  C & B , Sz  par  D' 

l’autre  coefficient  ; 5:  vice  versa  je  dé- 
„ ' *,••*>*• 
iigne  par  6 la  variable  dont  le  quarré  fe  trou-' 

vera  multiplié  par  D'  &;  par  6'  l’autre  va- 
riable ; en  forte  que  la  formule  propofée 
prenne  cette  forme 

D'b-  — X Mb'  -J-  D ô1 , 

où  D'  foit  moindre  que  D ; enfuite  je  n’au- 
rai qu’à  faire  le  calcul  fuivant  : 

i 

m r=.^—  ,ri  =n  —m  D'  D"  =”  - . fl  — m fl’  -4-ûu 

D ü'  ’ 

II 

m ' =—  ,n"  —ri—m' D"  6 '—ni  6"  +6"* 

D"  D " - 

III 

ni'  = ~ , n"'  = nu — m"D'" D'y  = " , 6"  = m" fl"' 4- fl’* 

X/"1  . D" 

&c.  &c.  &C. 

où  il  faut  bien  remarquer  que  Iefgne^=  r 
qui  cfl  mis  après  les  lettres  m , m' , m"  &c. 
n’indique  pas  une  égalité  parfaire,  mais  feu- 
lement une  égalité  aulli  approchée  qu’il  efh 

O o 3 
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poflîble  , en  tant  qu’on  n’entend  par  m , 
m' , m"  &c.  que  des  nombres  entiers.  Je 
n’ai  employé  ce  figne  = que  faute  d’un 
autre  figne  convenable. 

Ces  opérations  doivent  être  continuées 
jufqu’à  ce  que  dans  la  férié  n , n' , n"  &c. 
on  trouve  un  terme  comme  n' , qui  (abf- 
tra&ion  faite  du  figue  ) ne  furpafie  pas  la 
moitié  du  terme  correfpondant  D * de  la 
férié  D' , D"  , D " &c.  non  plus  que  la 
moitié  du  terme  fuivant  Dt+X.  Alors  on 
pourra  faire  D-—L  y nf=N , D^x—My 
& fif— + 9 6i :+,=|  , ou  bien  D(—M, 

—L  & , fl^1— 4'.  Nous  fuppoferons 

Toujours  par -la  fuite  qu’on  ait  pris  pour  M 
le  plus  petit  des  deux  nombres  Dp , Df+l. 

71.  L’équation  Cy ’ — z ny  % -f-  — 1 

fera  donc  réduite  à celle-ci, 

où  À'1 — LM— A y & où  zN  n’eft  ni>Z 
ni M ( abffraélion  faite  des  lignes  ). 
Or , M étant  le  plus  petit  des  deux  coeffr- 
ciens  Z & M , qu’on  multiplie  toute  l’équa- 
tion par  ce  coefficient  M,  & faifant 
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il  eft  clair  qu’elle  fe  changera  en  celle-ci  ^ 
•'<  s—Ai'=M , 

dans  laquelle  il  faudra  maintenant  diuin- 
guer  les  deux  cas  de  A pofitif  8c  de  A 
négatif. 

Soit  i °.  A négatif  & = — a,  a étant 
un  nombre  pofitif,  l’équation  fera  donc 
c >£'=LM.  Or , comme  N* — LM=A  \ 
on  aura  a=zLM — N1  ; d’où  l’on  voit 
d’abord  que  les  nombres  Z & Al  doivent 
être  de  mêmes  fignes  ; d’ailleurs  iN  ne 
doit  être  ni  >Zni  > M ; donc  N 1 ne 
fera  pas  donc  a=ou>  ^ZAJ  ; 6c 

puifque  M eft  fuppofe  moindre  que  L , ou 
au  moins  pas  plus  grand  que  Z,  on  aura 
à plus  forte  raifon  a — ou  > j donc 

M—  ou<  y/ j î donc  M •<  j\/< ci. 

On  voit  par-là  que  l’équation  v-\-ciP 
ne  fauroit  fubfifler  dans  l’hypothefe 
que  « & | foient  des  nombres  entiers , à 
moins’ que  l’on  ne  fafie  £=o  & «’=  M , 
ce  qui  demande  que  M foit  un  nombre- 
quarré. 

Oo  4 
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Suppofons  donc  Al—t*1 , & l’on  aura 
3—0 , <'=+,“}  donc  par  1 équation  »=M* 
— À 7!  , on  aura/*1  *=+/*,.  & par  confé- 
quent  "|/=+;;  ; de  forte  que  * ne  fauroit 
être  un  nombre  entier,  comme  il  le  doit, 
(Jiyp.)  à moins  que  P ne  foit  égal  à l’unité, 
foit:=+i  , & par  conféquent  M=i . 

De  là  je  tire  donc  cette  confequence  , 
que  l’équation  propofée  ne  fauroit  être  ré- 
foluble  en  nombres  entiers , à moins  que 
Ai  ne  fe  trouve  égal  à l’unité  pofitive.  Si 
cette  condition  a lieu  , alors  on  fera  I— o , 
^=+1 , & on  remontera  de  ces  valeurs  à 
celles  de  y & {. 

Cette  méthode  revient  pour  le  fond  au 
même  que  ceile  de  l’art.  67  , mais  elle  a 
fur  celle-là  l’avantage  de  n’exiger  aucun 
tâtonnement. 

2°.  Soit  maintenant  A un  nombre  po- 
fitif,  on  aura  A=N 3 — LM  * or  comme 
W ne  peut  pas  être  plus  grand  que  — , il 

eft  clair  que  l’équation  ne  pourra  fublîfter , 
à moins  que  — LM  ne  foit  un  nombre  po- 
ütif , c’cft-à-dire  que  L de  M ne  foient  de 
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fignes  différais.  Ainfi  A Ce ra  néceffairement 
< — LM  ou  tout  au  plus= — LM  , fi 
N— o , de  forte  qu’on  aura  — LM  = ou 
<A  , & par  conféquent  M'  = o\i<A 
ou  M=z ou<  y/ A. 

Le  cas  de  M—\J A ne  peut  avoir  lieu 
quelorfque^  eff  unquarré;  par  conféquent 
ce  cas  eft  très-facile  à réfoudre  par  la  mé- 
thode donnée  plus  haut  ( art.  69  ). 

Refte  donc  le  cas  où  A n’ell  pas  quarré 
& dans  lequel  on  aura  néceffairement  M 
<VA( abff raftion  faite  du  figue  de  M ) ,• 
alors  l’équation  — A*'  = M fera  dans  le 
cas  du  théorème  de  l’art.  38  ,&  fe  réfoudra 
par  conféquent  par  la  méthode  que  nous 
y avons  indiquée. 

Ainfi  il  n’y  aura  qu’à  faire  le  cafcul  fui- 
vant , 

0°  =0,  P°  = I,  ^ <^A 

<2'  =f,  f <— 1 


Q"  =f' f +Q' . F" =0=1,^ < 0+11 

lit 

O* A 0«««: •/ J 

P'"- ■ 
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qu’on  continuera  jufqu’à  ce  que  deux  ter*» 
mes  correfpondans  de  la  première  & de 
la  fécondé  férié  reparoiflent  enfemble  , ou 
bien  jufqu’à  ce  que  dans  la  férié  P' , P"  , 
P'" , &c.  il  fe  trouve  un  terme  égal  à l’unité 
pofitive , c’efi-à-dire  = P°  ,*  car  alors  tous 
les  termes  fuivans  reviendront  dans  le  même 
ordre  dans  chacune  des  trois  fériés  ( arti-» 
cle  37).  Si  dans  la  férié  P' , P ",  P'",  &c, 
il  fe  trouvq  un  terme  égal  à M , on  aura 
'la  réfolution  de  l’équation  propofée  \ car  il 
11’y  aura  qu’à  prendre  pour  « & $ les  termes 
correfpondans  des  fériés  p' , p" , p'",  &c.  q't 
q"  a q'" , &c.  calculées  d’après  les  formules 
de  l’art.  2,5  ; &:  même  on  pourra  trouver 
une  infinité  de  valeurs  fatisfaifantes  de  » & 
? , en  continuant  à l’infini  les  mêmes  fériés. 

Dès  qu’on  connoîtra  deux  valeurs  de 
" & | , on  aura  par-  l’équation 

N Z celle  de  t',  laquelle  fera  aufli  tou- 
jours égale  à un  nombre  entier  ; enfuite  on 
pourra  remonter  de  ces  valeurs  de  £ & * > 
c’eft-à-dire  de  V"  & & , à celles  de  6 & 6'  , 
ou  bien  de  y & ^ (art.  70). 
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Mais  fi  dans  la  férié  P' , P"  , P"' , &c. 
il  n’y  a aucun  termç  qui  foit=A/,  on  en 
conclura  hardiment  que  l’équation  propo- 
fée  n’admet  aucune  folution  en  nombres 
entiers. 

Il  eft  bon  de  remarquer  que  comme  la 
férié  P° , P' , P" , &c.  ainfi  que  les  deux 
autres , Q*  ,Q' , Q.  ' , &c.  & t* , h-'  , /*"  , &c. 
ne  dépendent  que  du  nombre  A ; le  calcul 
une  fois  fait  pour  une  valeur  donnée  de  A 
fervira  pour  toutes  les  équations  où  A , 
c’eft-à-dire  rû  — CB , aura  la  même  valeur; 
& c’eft  en  $uoi  la  méthode  précédente  eft 
préférable  à celle  de  l’art.  68  , qui  exige 
un  nouveau  calcul  pqur  chaque  équation. 

Au  refte  tant  que  A ne  paflera  pas  100 
on  pourra  faire  ufage  de  la  table  que  nous 
avons  donnée  à l’art.  4 1 , laquelle  contient- 
pour  chaque  radical  yj A les  valeurs  des 
termes  des  deux  fériés  P° , — P' , P"  9 
— P"',&c.&/a,  n' , fji." , &c.  continues, 

jufqu’à  ce  que  l’un  des  termes  P' , P " , P"\ 
&c.  devienne  = 1 , après  quoi  tous  les 
termes  fuivans  de  l’une  & de  l’autre  férié 
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reviennent  dans  le  même  ordre.  De  forte 
qu’on  pourra  juger  fur-le- champ  , par  le 
moyen  de  cette  table,  de  la  réfolubilité  de 
lequation  S — /4ij2=M. 

De  la  maniéré  de  trouver  toutes  les  folutions 
pojftbles  de  i Equation 

Cy’ — , 

lorfquon  n en  connoit  qu  une  feule. 

7 z.  Quoique  par  les  méthodes  que  nous 
venons  de  donner  on  pui(Te  trouver  fuc- 
ceflivemcnt  toutes  les  folutions  de  cette 
équation,  lorfqu’elle  eft  réfolubic  en  nom- 
bres entiers,  cependant  on  peut  parvenir  à 
cet  objet  d’une  maniéré  encore  plus  fimple 
que  voici  : 

Qu’on  nomme  p &:  q les  valeurs  trou- 
vées de  y & { , en  forre  que  l’on  ait 
Cp  —Xvpqf-Bq2—  i , 

Sc  qu’on  prenne  deux  autres  nombres 
entiers  rSt /,  tels  que/;/ — -qr=±i , (ce  qui 
cil  toujours  poÆibie , à caufe  que  p & q 
font  néceiïai rement  premiers  entr’eux  ) , 
qu’on  fuppole  ■ enfuite 


Additions . 589 

y—pt-\-ru,  & {=qt-\-fu, 
t u étant  deux  nouvelles  indéterminées  ; 
fubfiituant  ces  exprefiions  dans  l’équation 
Cy—%ny{+Bf=i, 

& faifant  pour  abréger 

P — Cp1—  'Lnpq  -{-  Bqr  , 
Q=Cpr—n  ( pf +qr)  -f  Bqf , 
R=Cr'  — xnrf+Bf' , -î 

on  aura  cette  transformée  , 

Or  on  a (hyp.)  P=  1 ; de  plus  fi  on 
nomme  p & deux  valeurs  de  r & / qui 
jfatisfalîent  à l’équation  pf — qr=.i  , on 
aura  en  général  (art.  41) 
r=f-\-mp,fz=r-\-mq  , 

/72  étant  un  nombre  quelconque  entier  ; donc 
mettant  ces  valeurs  dans  l’expreflion  de  Q , 
elle  deviendra 

Q = Cp?  — n (pr-^qri-^Bqr-^-mP; 
de  forte  que  comme  P=  1 , on  pourra 
rendre  Q=o,  en  prenant 

™ — + * (^+^p)—  Rq*'  • 

Maintenant  je  remarque  que  la  valeur 

de  Q1  — PR  fe  réduit  (après  les  fubftitu-. 


590  Additions; 
tions&  les  réclusions)  à celle-ci,  (n' — CB) 
( pf — qr)' i de  forte  que  coram e pf — qr 
= 1 , on  aura  (f — PR  — n' — CB —A  ; 
donc  faifanr  P—  1 & Q=  o , il  viendra 
— R— A,  {avoir R= — A;  ainfi  l’équa- 
tion transformée  ci-defïus  fe  changera  en 
celle-ci , t' — Au.'  — 1 ; or  comme  y,{, 
p , q ,r  & f font  par  l’hypothefe  des  nom- 
bres entiers , il  eft  facile  de  voir  que  t & it 
feront  auffi  des  nombres  entiers  j car , en 
tirant  leurs  valeurs  des  équations y=pt+ru 
& on  a & *=}£$, 

c eft-à-dire , à caufe  de  pf — qr—  1 , t—fy 
— rf,  u=pi~ qy. 

Il  n’y  aura  donc  qu’à  réfoudre  en  nom- 
bres entiers  l’équation 

r — Au'—  1 , 

& chaque  valeur  de  r & de  u donnera  de 
nouvelles  valeurs  de  y & 

En  effet , fubftituant  dans  les  valeurs  gé- 
nérales de  r & y la  valeur  du  nombre  m 
trouvée  ci-deffus,  on  aura 

- — CP1)  — » 

Bq')  — Cpqp+nq^pr+qt)  , 
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ou  bien  à caufè  de  Cp1 — xnpq-\-Bq'=z  1 , 
r=(B]  >?/>)  (?P—  P*)=— Bq-S^np, 

f=(CP~nl)  {p*-qî)—Cp—nq. 

Donc  mettant  ces  valeurs  de  r &/ dans 
les  expreflions  ci-deffus  de  y & \t  on  aura 
en  général 

y=pt—{Bq—np')uy  . 

î=?H-(  Cp—nq)u. 

7 3 . Tout  fe  réduit  donc  à réloudre  l’équa* 
tion  r1  — A u'  = 1. 

Or  , i°.  fi  ^ eft  un  nombre  négatif,  il 
eft  vifible  que  cette  équation  ne  lauroit 
fubfifter  en  nombres  entiers , qu’en  faifant 
11=0  & t= 1 , ce  qui  donneroit  y =p  8c 
l = q-  D’où  l’on  pout  conclure  que  dans  le 
cas  où  A eft  un  nombre  pofitif,  l’équation 
propofée  Cy ’ — my{ -J- 2>{*  = 1 , ne  peut 
jamais  admettre  qu’une  feule  folution  en 
nombres  entiers. 

Il  en  feroit  de  même  , ft  A étoit  un  nom- 
bre pofitif  quarré  ; car  faifant  A=a* , ôn 
auroit  (r+az/Xr — au)=  1 ; donc  t+au=+  ifj 
&r — +ij  donc  iau— o ; donc  u=o, 
tk  par  conl'équent  1=  +1. 
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z°.  Mais  fi  A eft  un  nombre  pofitif  non- 
quarré,  alors  l’éqifàtion  t1 — Au1—  i eft  tou- 
jours fufceptible  d’une  infinité  de  folutions 
en  nombres  entiers  (art.  57)  qu’on  peut 
trouver  toutes  par  les  formules  données 
ci-defius  ( art.  71,  n°.  2 ) j mais  il  fuffira 
de  trouver  les  plus  petites  valeurs  de  t & u , 
& pour  cela , dès  que  l’on  fera  parvenu  , 
dans  la  férié  P' , P"  , P'"  &c.  à un  terme 
égal  à l’unité , il  n’y  aura  qu’à  calculer  par 
les  formules  de  l’art.  2 5 les  termes  corref- 
pondans  des  deux  fériés  p' , p" , p'"  &c. 
& q\  q" , q'"  &c. , ce  feront  les  valeurs 
cherchées  de  t & u.  D’où  l’on  voit  que 
le  même  calcul  qu’on  aura  fait  pour  la  ré- 
folution  de  l’équation  J — A*'—M , fervira 
aufii  pour  celle  de  l’équation  r1  — Au  = 1. 

Au  refte,  tant  que  A ne  paiTe  pas  100 , 
on  a les  plus  petites  valeurs  de  t & u toutes 
calculées  dans  la  table  qui  eft  à la  fin  du 
chap.  Vil  du  traite  préc.  & dan$  laquelle 
les  nombres  a , m , n font  les  mêmes  que 
ceux  que  nous  appelions  ici  A , t &:  u. 

74.  Défignons  par  t' , «'  les  plus  petites 

valeurs 
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valeurs  de  t , u dans  l’équation  t' — Au'—  1 j 
8c  de  même  que  ces  valeurs  peuvent  fervir 
à trouver  de  nouvelles  valeurs  de  y 8c  £ 
dans  l’équation  Cy'  — xy^-\-  B£  — 1 , de 
même  aufli  elles  pourront  fervir  à trouver 
de  nouvelles  valeurs  de  t Sc  u dans  l’équa- 
tion r1  — Au'—  1 , qui  n’eft  qu’un  cas  par- 
ticulier de  celle-là.  Pour  cela  il  n’y  aura 
qu’à  fuppofer  C=i  & n—o , ce  qui  donne 
— B— A , 8c  prendre  enluite  t , u à la  place 
de  y,  { , & t' , //'  à la  place  de  p , q.  Fai- 
fant  donc  ces  fubftitutions  dans  les  expref- 
fions  générales  de  y 8c  { de  l’art.  7 2 , 8c 
mettant  de  plus  T,  V à la  place  de  / , u , 
on  aura  en  général 

t — Tt'  + AVu'; 
u — 7V-f-  Vt' , 

8c  pour  la  détermination  de  T & F l’équa- 
tion iT1  — AV*=  1 , qui  elt  femblable  à la 
propofée. 

Ainfi  on  pourra  fuppofer  T=t'y  & 
V —u' ) ce  qui  donnera 

1 t 

u'. 

Tome  //.  P p 
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Nommant  donc  t" , u"  les  fécondés  va- 
leurs de  t & u , en  aura 

t"=t'-\-Au' , UÀ'  = Zl'u\ 
Maintenant  il  ed  clair  qu’on  peut  prendre 
ces  nouvelles  valeurs  t"  , u"  à la  place  des 
premières  t' , u'  ; ainfi  l’on  aura 
t=Tt“-\-AFiï' , 
u=Tu”  + Vt", 

où  l’on  peut  fuppofer  de  nouveau  T=t'  f 
V—u',  ce  qui  donnera 

t —t' t"  4 -Au'u"  , u=t'u"-\- u't". 
Ainfi  on  aura  de  nouvelles  valeurs  de  i & uf 
leiquelles  feront 

t'"—t't"-\-Au'u"z=t'  (I1  -\-^Au')  , 
u"'=.t'u"-\-if t"  =«'(  3 **-[“.  Au')  , 

& ainiî  de  fuite. 

7 c.  La  méthode  précédente  ne  fait  trou- 
ver que  fucceflivement  les  valeurs  t"  , t 
&c.  u " , u'"  &c.  voyons  maintenant  com- 
ment on  peut  généralifer  cette  recherche. 
On  a d’abord 

t—Te+AViï,  u=Tu'-\-  Fl' } 
d’où  je  tire  cette  combinaifon  , 
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i±uy/ A^(t'±u'y/ A)  (T+Fy/A); 
donc  fuppofant  T—t'<k  V—u\  on  aura 
ju±u”y/  A = (t'±u  y /A)\ 

Qu’on  mette  à préfent  ces  valeurs  de  1 “ 
& u"  à la  place  de  celles  de  t'  6c  l’on 
aura 

• t+«  y/, ^^(r'  + ü1  \/  A)'(T+V  \/  A), 
où  faifant  de  nouveau  7=r‘  & u=u' , & 
nommant  r'"  , u"'  les  valeurs  réfultantes  de 
/ & u , il  viendra 

+ u'  y/ A)\  - 

On  trouvera  de  même 

/,v±  u"  y/ A = (r'  ± u'  y/ A y, 

& ainfi  de  fuite.  ' 

t * - * 

Donc  , fi  pour  plus  de  fimplicité  on 
nomme  maintenant  T & V les  premières 
& plus  petites  valeurs  de  t,  u , que  nous 
avons  nommées  ci-deflus  t' , u' , on  aura 
en  général 

r+w\/  Az=.(T+V^  A)m  y 
m étant  un  nombre  quelconque  entier  po- 
fitifj  d’où  l’on  tire  à caufe  de  l’ambiguité 
des  fignes 


$9<S  A b 2>  > Ÿ V 0 rt  t , 

(T+  VijAy+iT—  Vif  A)”  • 

f “ x 

(j-^-Vy/ AY—Çr-^Vy/ Ay  , 


%VA 


L Quoique  ces  expreffions,  paroiflent  fou$ 
une  forme  irrationnelle , cependant  il.  ell 
ailé  de  voir  qu’elles  deviendront  ration- 
nelles , en  développant  les  puiflances  de 
T±Vy/A  ; car  on  a,  comme  l’on  lait, 
(T±Vy/A)m  — Tm ± m Tm~'  V y/ À 


| ^ | 1 )(w~l)  J'n-J  JSl 

A\/  A -j-,  Ùc. 

Donc  . 

t = 7~m  | ) ^ y* 

J ^ j>m_A  y,  ^ ^ 

u=mT-‘  r-\ 


r->  F'  + , &<•. 

où  l’on  pourra  prendre  pour  m des  nom-' 
bres  quelconques  entiers  politifs. 

11  eft  clair  qu’en  faifant  fuccelîïvement 
m=.i , x , 3 , 4 , &c.  on  aura  des  valeurs 
de  r & u , qui  iront  en  augmentant. 

Or  je  vais  prouver  que  l’on  aura  de  cette 
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maniéré  toutes  les  valeurs  poflibles  de  1 8c u > 
pourvu  que.  7 & V en  foient  les  plus  pe- 
tites. Pour  cela  il  fufîît  de  prouver  qu’entre 
les  valeurs  de  / Sc  « qui  répondent  à un 
nombre  quelconque  m , & celles  qui  ré- 
pondroient  au  nombre  fuivant  m- j-i  , il' 
cil  impo/îible  qu  il  le  trouve  des  valeurs 
intermediaires  qui  puiflent  làtisfaire  à l’cqua- 
tion  t- — Au'=ii. 

Prenons  par  exemple  les  valeurs  t'"  r 
u'v , qui  résultent  de  la  fuppofition  de  m= 3 , 
& lcs  valeurs  qui  réfultent  de  la' 

fuppofition  m = 4,  & foient,  s’il  eft  pof- 
fible , d autres  valeurs  intermédiaires  0 & 
qui  fitisfaflent  aufli  à l’équation  t'—Au'=  1 .. 

1 uiique  1 on  a r—Au—i , ? — Au  — 1 

& 6: — A»7—  1 , on  aura  6’ — t'—A(S — 'ü2y 

& ^—A  («’ — S d’où  l’on  voit  que 

fî  ô>/"' & </lv,on  aura  aulîi  !>>«"'& 
<C  u • plus  on  aura  aulîi  ces  autres  va- 
leurs de  t & a,  favoir  i — tu"1 — Avu"'9i 
u^=6uy  qui  fatis feront  à la  meme 

équation  t'—Au'—i  j car  en  les  y fubftw 

Pp  3 
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tuant,  on  auroit  (s  t" — A vu"  Y — A {ut” 


— 8«")’  = (ô’  — Av')  (z’  — Au')  = i, 
équation  identique , à caufc  de 5’  — A»'=  1 , 

iv  lv 

& z’ — Auz=i  (hyp-)  Or  ces  deux  der- 
nières équations  donnent  ô — v y/ A=( 


6 + u'/  A 


& C -u"  / A=7-^-7-};  donc  me.- 

tant , dans  Fexprcfîion  de  u = 6u,r  — vt" , 
à la  place  de  9 , v \/  A + , & à la  place 

de,”,u"y/A+  , on  aura 

U”  v 

11  6-j— u \/ A ~~t"-\-u'y/A  ’’ 

de  même  , fi  on  confidere  la  quantité  z'u 

ut 

u" — u'"i"  , elle  pourra  auffi , à caufè  de  z1 

T 1 1 

> — A u'=i  i , fe  mettre  fous  la  forme 
u"  u'” 

v‘A~~  t"~\-u"y/A. 

Or  il  eft  facile  de  voir  que  la  quantité 
précédente  doit  être  plus  petite  que  celle- 
ci  , à caufe  de  û > t'"  & « > zz'"  ,•  donc  on 
aura  une  valeur  de  zz , qui  fera  moindre 
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que  la  quantité  t'"  u"  — u'"  t'v  ; mais  cette 
quantité  eft  égale  à V ; car 

....  _(7-+fv/^).+(  T~ryAy 

2 * 

,r_(T+rv  JY+CT-Vy/  Ay 

1 “ I — - 

a. _JT-±TWA)'  — iT—ry/À)* 
WA  ■ 

. ,._(T-\-Ky/Ay^{T—V\/Ay 

2 y/  A * 

d’où  t'"u"  — r U"'  = 

( t-  t+  yy^y-(  7-  ( t>  ry/jy 

1 j/  A 

de  plus 

( T—rx/Ay  ( t+  v y/  a y=  (r  - av-)  * 

= I , puifque  T 2 — A^=  i ( hypoth.  ) y 
donc(T—Fx/Ayx(T-j-f'v/Ay=T+V\/A, 
6c  çr—v^Ayij+VyjAywr—v^/A; 

de  forte  que  la  valeur  de  t'"  u"1 — u'"  t"  fe 
réduira  à ^ =K. 

Il  s’enfuivroit  donc  de  là  qu’on  auroit 
une  valeur  de  u < ce  qui  eft  contre 
1 hypothefe  , puifque  V efl  fuppofé  la  plus, 
petite  valeur  poliïble  de  u.  Donc  il  ne.- 

P P 4 
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fauroit  y avoir  des  valeurs  de  t & u inter- 
mediaires entre  celles-ci , t'"  , t"&  u"'  , a". 
Et  comme  ce  raifonnement  peut  s’appliquer 
en  général  à toutes  valeurs  de  t & u qui 
réfulteroient  des  formules  ci-deflus  , en  y 
faifant  m égal  à un  nombre  entier  quel- 
conque , on  en  peut  conclure  que  ces  for- 
mules renferment  effeftivement  toutes  les 
valeurs  pofiibles  de  t & u. 

Au  refie , il  efl  inutile  de  remarquer  que 
les  valeurs  de  t & de  u peuvent  être  égale- 
ment pofitives  ou  négatives  ; car  cela  efl 
vifible  par  l’équation  même  r — Aa*=i. 

De  la  maniéré  de  trouver  toutes  les  folutions 
fojjlbles  en  nombres  entiers  , des  Equa- 
tions indéterminées  du  fécond  degré  à deux 
inconnues. 

7 6.  Les  méthodes  que  nous  venons  d’ex- 
pofer  fuffifent  pour  la  réfolution  complette 
des  équations  de  ia  forme  A y- -j-  7?  — x1  ; 
mais  il  peut  arriver  qu’on  ait  à réfoudre 
des  équations  du  fécond  degré  d’une  forme 
pluscompofée  -,  ced  pourquoi  nous  croyons 
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devoir  montrer  comment  jl  faudra  s’y 

{ • 

prendre. 

Soit  propofée  l’équation 
arx-\-brJ-\-cf' -\-dr-\- O , 
où  a,  b,  c ,d , e ,f  foient  des  nombres 
entiers  donnés,  & où  r&/f oient  deux  in- 


connues qui  doivent  etre  auffi  des  nombres 
entiers. 

J’aurai  d’abord  par  la  refolution  ordi- 


naire , 

•Lar-\-bf-]^d 

d’où  l’on  voit  que  la  difficulté  fe  réduit  à 
faire  en  forte  que 

(bf+d)'-4a(cf'-\-tf+d) 

foit  un  quarré. 

Suppofons  pour  plus  de  fimplicité 
b 1 — j^ac  = A y 
bd — xae=g , 
d1  — 4 af=  b y 

& il  faudra  que  Af'-\-  xgf-\-h  foit  un 
quarré  ; fuppofons  ce  quarré  ==y* , en  forte 
que  l’on  ait  l’équation 

Jf'+ ïsfJr/l=f>  . 
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& tirant  la  valeur  de  /,  on  aura 
A /- (-  g—  i/(Ay*  -}-g’  — Ah); 
de  forte  qu’il  ne  s’agira  plus  que  de  rendre 
quarrée  la  formule  Ay'-\-g*  — Ah. 

Donc  fi  on  fait  encore 
g1 — Ah  — B , 

on  aura  à rendre  rationnel  le  radical 

vwy+B); . 

c’efi:  à quoi  on  parviendra  par  les  méthodes 
données. 

Soit  \/  (Aÿ-\-B)~x , en  forte  que 
lequation  à réfoudre  foit 

Af-\-B=x\ , 

l’on  aura  donc  Af-\-g=-^x  ; d’ailleurs 
on  a déjà  iar-^-lf-ydz=.-\-y  ; ainfi  dès 
qu’on  aura  trouvé  les  valeurs  de  x dey  y 
on  aura  celles  de  r & / par  les  deux 
équa:ions 


Or  comme  r & / doivent  être  des  nom- 
bres entiers,  il  eft  vifible  qu’il  faudra  iw.  que 
a:  & y foient  des  nombres  entiers  aufii  ; 
2°.  que  +x — g foit  divifible  par  A , &: 
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qu’enfuite  +y — d — //  le  Toit  par  ra.  Ainfi, 
après  avoir  trouvé  toutes  les  valeurs  pof- 
lïbles  de  x & y en  nombres  entiers,  il  ref- 
tera  encore  à trouver  parmi  ces  valeurs, 
celles  qui  pourront  rendre  rtk  f des  nom- 
bres entiers. 

Si  A eft  un  nombre  négatif  ou  un  nom- 
bre pofitif  quarré  , nous  avons  vu  que  le 
nombre  des  folutions  pofîibles  en  nombres 
entiers  eft  toujours  limité  ; de  forte  que 
dans  ces  cas  il  n’y  aura  qu’à  efTayer  fuc-' 
cefïïvement  pour  x & y les  valeurs  trou- 
vées , & fi  l’on  n’en  rencontre  aucune  qui 
donne  pour  r & /des  nombres  entiers,  on 
en  conclura  que  l'équation  propofee  n’ad- 
met point  de  folution  de  cette  efpece. 

La  difficulté  ne  tombe  donc  que  fur  le 
cas  où  A eft  un  nombre  pof  tif  non-quarré*, 
cas  dans  lequel  on  a vu  que  le  nombre 
des  folutions  pofîibles  en  entiers  peut  erre 
infini  ; comme  l’on  auroit  alors  un  nom- 
bre infini  de  valeurs  à efTayer , on  ne  pour- 
roit  jamais  bien  juger  de  la  refolubilité  de 
l’équation  propofée,  à moins  d’avoir  une 
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réglé  qui  réduifc  le  tâtonnement  entre  cer- 
taines limites } c’eft  ce  que  nous  allons 
rechercher. 

77.  Puifqu’on  a (art.  65)  x—ny — Bq9 
& (art.  71)  y=pt — {Bq — np)u  , & 
q—qt-\-{Cp — nq)  u , il  eft  facile  de  voir 
que  les  expreflions  générales  de  r&c  J feront 
de  cette  forme, 

r n't- \- fi' u 4- y 

r J 5 J — T 9 

* y,  P i y'  y t"  étant  des  nombres 
entiers  connus  , & t , u étant  donnés  par 
les  formules  de  l’art.  75  , dans  lefqüelles 
l’expofant  m peut  être  un  nombre  entier 
pofitif  quelconque  ; ainfi  la  queftion  fe  ré- 
duit à trouver  quelle  valeur  on  doit  donner 
à m , pour  que  les  valeurs  de  /■&/ foie.nt 
des  nombres  entiers. 

78.  Je  remarque  d’abord  qu’il  eft  tou- 

jours poftible  de  trouver  une  valeur  de  u 
quifoit  divifible  par  un  nombre  quelconque 
donné  A;  car  fuppofant  l’équation 

— Au'—  1 deviendra  t' — A^'ai1=  1, 
laquelle  eft  toujours  réfoluble  en  nombres 
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entiers  $ & l’on  trouvera  les  plus  petites 
valeurs  de  / & « , en  failânt  le  même  cal- 
cul qu’auparavant , mais  en  prenant  Ac? 
à la  place  de  A ; or  comme  ces  valeurs 
fatisfont  aufli  à lequation  r1 — Au  =i  3 elles 
feront  néceflairement  renfermées  dans  les 
formules  de  l’art.  75.  Ainfi  il  y aura  né- 
cefïairement  une  valeur  de  m qui  rendra 
l’expreflion  de  u divifible  par  a. 

■ Qu’on  dénote  Cette  valeur  de  m par  a»; 
& je  dis  que  fi  dans  les  expreffions  géné- 
rales de  t & u de  l’article  cité  on  fait  m 
= 2/w  , la  valeur  de  u fera  divifible  par  & , 

celle  de  t étant  divifée  par  a donnera  1 
pour  relie. 

Car  fi  on  défigne  par  T‘  & V'  les  valeurs 
de  t & u,  où  par  T & V" 

celles  où  on  aura  (art.  75) 

T ± V'  \/A—(J±  Vy/  Ay  , & 
T"±V"\/ A —(T±_ V\J A ) V i donc 
<J±V'\/ Ay={T"±V'  y/ A)  , 
c’eft-à-dire  en  comparant  la  partie  ration- 
nelle du  premier  membre  avec  la  ration- 
nelle du  fécond  , & l’irrationnelle  avec 
l’irrationnelle 
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T"=T'-\-AV\&V"  = 'lTV'  ; ' 

donc,  puifque  V'  eft  divifible  par  a,  Fu 
le  fera  aufli , & T"  laiflera  le  même  relie 

• i il 

que  laifleroit  7’*,-  mais  on  a T'- — AV 1 

i 

= i ( hyp.  ) donc  T"1  — i doit  être  divifible 

• I 

par  a & même  par  a1,  puilque  V1  l’eft 

i 

déjà  j donc  f*  &r  par  conféquent  aufli  7"“ 
étant  divifé  par  a laiflera  le  refle  i. 

Maintenant  je  dis  que  les  valeurs  de  t 
& u qui  répondent  à un  expofant  quel-* 
conque  m , érant  divifées  par  a,  laifleront  les 
jnêmes  relies  que  les  valeurs  de  t & qui 
répondroient  à lexpofant  Car  dé- 

flgnant  ces  dernieres  par  g & <, , on  aura 
H — uyj A=(T+  V \/ A)m  , 

&:  6+ü  ^ A—(T+V\/ A)m+'-‘u  i 

donc 

6+u  \/ A = (t  + u\/ A)  (T -VF \J Ayu-t 
mais  nous  venons  de  trouver  ci-deflus 
T"±V"y/ A—(J±Vy/ AY» 
donc  on  aura 

6±u  \/ A — {t±u\/ A')  ( T"±V"\ / A)  , 
d’où  l'on  tire,  en  faifant  la  muitiplicaticn 
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& comparant  cnfuite  les  parties  rationnelles 
enfemble  & les  irrationnelles  enfemble  , 
*=tT"-\-AuV" , 

' Or  V"  eft  divifible  par  a , & T"  laiffe 
le  relie  1 ; donc  6 biffera  le  même  refte 
que  t y & « le  meme  refte  que  u. 

Donc  en  général  les  relies  des  valeurs 
de  t & u répondantes  aux  expofans 

, m-\-6py  &c.  feront  les  mêmes  que 
ceux  des  valeurs  qui  répondent  à l’expofant 
quelconque  m. . * 

De  là  on  peut  donc  conclure  que  fi  l’on 
veut  avoir  les  relies  provenans  de  la  di- 
vilion  des  termes  r1,  t"‘,  &c.  & u" , 

, &c.  qui  répondent  à m=.  1 ,1,3,  &c. 
par  le  nombre  a , il  fuffira  de  trouver  ces 
relies  jufqu’aux  termes  & u inclufive- 
ment } car , après  ces  termes , les  mêmes 
relies  reviendront  dans  le  même  ordre , 3c 
ainfi  de  fuite  à l'infini. 

Quant  aux  termes  i1^  & , auxquels 

on  pourra  s’arrêter,  ce  feront  ceux  dont 
l’un  m1/*  fera  exaélement  divifible  par  a , 
& dont  l’autre  t7/t  laiffera  l’unité  pour  refte  j 
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ainfi  il  n’y  aura  qu’à  pouffer  les  divifions 
jufqu’à  ce  qu’on  parvienne  aux  reftes  i tko  -, 
alors  on  fera  affiné  que  les  termes  fuivans 
redonneront  toujours  les  mêmes  reftes  que 
l’on  a déjà  trouves. 

On  pourroit  aufîi  trouver  l’expofant  i/* 
à priori  ; car  il  n’y  auroit  qu’à  faire  le  calcul 
indiqué  dans  l’art.  71 , n°.  z , premièrement 
pour  le  nombre  A , & enfuite  pour  le  nom- 
bre & fi  on  nomme  le  numéro  du. 

terme  de  la  férié  P' , P" , P1" , &c.  qui  dans 
le  premier  cas  fera  = 1 , & p le  numéro  du 
terme  qui  fera  = 1 dans  le  fécond  cas , on 
n’aura  qu’à  chercher  le  plus  petit  multiple 
de  & de  p , lequel  étant  divifë  par  v , don- 
nera la  valeur  cherchée  de  /u. 

Ainfi  fi  l’on  a par  exemple  A — S & 
a = 3,  on  trouvera  dans  la  table  de  l’ar- 
ticle 41  pour  le  radical  \/ 6 , P°  = 1 , P' 
= — 1 , P"—  1 ; donc  enfuite  on 

trouvera  dans  la  même  table  pour  le  ra- 
dical (6.9)  = \/ 54,  Pa~  1 , P'  = —%  , 

P"  = 9 y y ?" =9  y P'=  — 5 , 

PT'=n  ; donc  p—6  , or  le  plus  petit  mul- 
tiple 


tiple  de  2 & 6 etl  6 , qui  étant  divile  par  z 
donne  3 pour  quotient , de  forte  qu’on  aura 
ici  /x  = 3 & 1 

Donc , pour  avoir  dans  ce  cas  tous  les 
relies  de  ladivifion  des  termes  t' , &c. 

& u'  t u " , iï" , &c.  par  3 , il  firffira  de  cher- 
cher ceux  des  fix  premiers  termes  de  l’une 
3c  de  l’autre  férié  ; car  les  termes  fuivans 
redonneront  toujours  les  mêmes  relies , 
c’elt-à-dire  que  les  fepriemes  termes  don- 
neront les  mêmes  relies  que  les  premiers  , 
les  huitièmes  les  mêmes  relies  que  les 
féconds  & ainlî  de  fuite  à l’infini. 

Au  relie  il  peut  arriver  quelquefois  que 
les  termes  r“  & uu  aient  les  mêmes  pro- 
priétés que  les  termes  i2ft  3c  ulu , c’ell-a- 
dire  que  u<*  foit  divifible  par  a , &:  que  tu 
laifle  l’unité  pour  relie.  Dans  ces  cas  on 
pourra  s’arrêter  à ces  mêmes  termes  ; car 
les  relies  des  termes  fuivans  fl“+I , r*+* , &c. 
U(*+*  f , &c.  feront  les  mêmes  que  peux 
des  termes  t'  y t" , &c.  u' , u" , &c.  3c  ainlî 
des  autres. 

En  général  nous  défignerons  par  M la 
Tome  //.  Q q 
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plus  petite  valeur  r!e  Pexpofant  Ri , qui 
rendra  t — x 8c  u diviilblcs  par  a. 

79.  Supposons  maintenant  que  l’on  ait 
une  exprefiion  quelconque  compofée  de  t 
8c  u 8c  de  nombres  entiers  donnés,  de 
maniéré  qu'elle  repréfente  toujours  des 
nombres  entiers , & qu’il  s’agiffe  de  trouver 
les  valeurs  qu'il  faudrait  donner  à l’expo- 
fant  m , pour  que  cette  exprefiion  devienne 
divifiblc  par  un  nombre  quelconque  donné 
a , il  n'y  aura  qu’à  faire  fucçeffivement 
m=.  1 , i , 3 , &c.  jufqu’à  M f 8c  fi  aucune 
de  ces  fuppofitions  ne  rend  l’expre/Tion 
propofée  divifible  par  a , on  en  conclura 
hardiment  qu’elle  ne  peut  jamais  le  devenir , 
quelques  valeurs  qu’on  donne  à m. 

Mais  li  l’on  trouve  de  cette  maniéré  une 
ou  plufieurs  valeurs  de  m qui  rendent  la 
propofée  divifible  par  a , alors  nommant 
N chacune  de  ces  valeurs , toutes  les  va- 
leurs pofîibles  de  m qui  pourront  faire  le 
même  effet  feront  N , N-\-M , N+xM  , 
JV— }—  3.M , 6’c.  8c  en  général  A7--}-  x M , x 
étant  un  nombre  entier  quelconque. 
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De  même,  fi  l’on  avoit  une  autre  ex- 
prefiîon  compofée  de  même  de  t , u 8c  de 
nombres  entiers  donnés , laquelle  dût  être 
en  meme  temps  divifible  par  un  autre  nom- 
bre quelconque  donné  a‘  , on  chercheroit 
pareillement  les  valeurs  convenables  de  M 
tk  de  N,  que  nous  défignerons  ici  par  M' 
8e  N‘,  8c  toutes  les  valeurs  de  l’expofant  m 
qui  pourront  fatisfaire  à la  condition  pro- 
pofée  feront  renfermées  dans  la  formule 
JV'  -j-  a'  M1 , a'  étant  un  nombrç  quelconque 
entier.  Ainfi  il  n’y  aura  plus  qu’à  cher- 
cher les  valeurs  qu’on  doit  donner  aux 
nombres  entiers  a-  & a'  , pour  que  l’on  ait 

favoir 

Ma  Mx'  = A"  — A7, 
équation  réfoluble  par  la  méthode  de 
l'article  42. 

Il  efl:  maintenant  aifé  de  faire  l’applica- 
tion de  ce  que  nous  venons  de  dire  au  cas 
de  l’art.  77 , où  les  expreflions  propofées 
font  de  la  forme  *t-\-  $u  + 7,  a.'c  + fi'u  + y'f 
& les  divifeurs  font  <T  8c  <r'. 

Il  faudra  feulement  fe  fou  venir  de  prendre 

Qq  x 
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les  nombres  t tk  u fucceflivement  en  plus 
& en  moins  , pour  avoir  tous  les  cas 
- poflibles. 

Exemple  I. 

8 o.  Soit  propofé  de  rendre  rationnelle 
cette  quantité 

yj (30+62/—  7/’)  , 
en  ne  prenant  pour  f que  des  nombres 
entiers  $ on  aura  donc  à réfoudre  cette 
équation 

30  + 61/—  7/  ==y\ 
laquelle  étant  mtdtipliée  par  7 , peut  Ce 
mettre  fous  cette  forme-, 

7*3°+(3  O1  — (7/—  3 i)’  = 7+, 
ou  bien  en  faifant  7/ — 3 i*=x  , & tranf- 

^•*=1171 — 7 y,  ou  **+7y*=ii7ï. 

Cette  équation  eft  donc  maintenant  dans 
le  cas  de  l’article  64  , de  forte  qu’on  aura 
A= — 7 & .#=1171  ; d’où  l’on  voit 
d’abord  que  y Si  B doivent,  être  premiers 
entr’eux  , puifque  ce  dqrnier  nombre  ne 
renferme  aucun  fadeur  quarré»+ 
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On  fera  fuivant  la  méthode  de  l’art.  65  y 
x—ny — 1171^  , & il  faudra  pour  que 
l’équation  foit  réfoluble , que  l’on  puiffe 
trouver  pour  n un  nombre  entier  pofitifou 
négatif  non  > - , c’cff-à-dire  non  > 580  , 
tel  que  rt — A ou  rC~ J-7  foit  divifible 
par  B ou  par  1 17 1. 

Je  trouve /z=+5  2,  i , ce  qui  donne  h’ +7 
= 1171x88  ; ainfi  je  fubftitue  dans  l’équa- 
tion précédente  +311 y — 1 171^  h la  place 
de  x , moyennant  quoi  elle  fe  trouve  toute 
divifible  par  1 17 1 , & la  divifion  faite , elle 
devient  88y1  + 642y:r-|- 1 171:7’=  1. 

Pour  réfoudre  cette  équation  je  vais  faire 
ufage  de  la  fécondé  méthode  expofée  dans 
l’art.  70 , parce  qu’elle  efï  en  effet  plus  fi  im- 
pie & plus  commode  que  la  première.  Oc 
comme  le  coefficient  dey1  eft  plus  petit  que 
celui  de  j’aurai  ici  D— 1171  ,-D'=88 
& «=+  3 1 1 $ donc  retenant  pour  plus  de 
fi mplicité  la  lettre  y à la  place  de  6 , & 
mettant  y1  à la  place  de  { > je  ferai  le 
calcul  fuivanj , où  je  fuppoferai  d’abord 
n=  311  : 
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in 

m=.~-=4,  n*  =)ii— 4-88=— 31, 

o o 

«'  “7f=“ 3» n"=— 314-3.11=2, 

x 

m '— =1,  rt"— 2 — T . I— O , 

1 

* •D— ^ÿ-^=ii>j=47'+y. 

D'"— ±tr==I  >r=-3r+y"  > 

■£>"=  7 =7  ,y  — iyn+y- 

, ■ U” 

Puifque  /2m=o  & par  conféquent  - 

D'" 

& on  s’arrêtera  ici  &L  on  fera 

Z)'"=M=i , D'y  — L=7 , f^"=zo=Nt 
& y =1  ,yT='t',  à caufe  que  Z?"1  eft 
- < Z?1*. 

Maintenant  je  remarque  que  A étant 
= — 7,&  par  conféquent  négatif,  il  faut, 
pour  la  réfolubilité  de  l’équation , que  l’on 
ait  Al—  1 j c’eit  ce  que  l’on  vienf  de 
trouver  ; de  forte  qu’on  en  peut  conclure 
d’abord  que  la  réfolution  elf  pofnble.  On 
fuppofera  donc  Ç=y"=o,^=y,=±i  j 
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& l’on  aura  par  les  formules  ci-defïus  , 

y=±i  >y=+3— by—+i  î±i=ï-ï  i , 
les  fignes  ambigus  étant  à volonté.  Donc 
x— 3 z i v — 1 17 1 {=+ 1 8 , &:  conféquem- 
mcnt / ==  = l£*  = 1*  , ou  = *2  — 7. 

Or  comme  on  exige  que  la  valeur  de /foit 
égale  à un  nombre  entier  , on  ne  pourra 
prendre  que /=  7. 

Il  cft  remarquable  que  l’autre  valeur  de 
/,  favoir  ^ , quoique  fra£Uonnaft§  , donne 
néanmoins  un  nombre  entier  pour  la  valeur 
du  radical  \/>  ( 3 o-j-6 if- — 7p)t(k  le  même 
nombre  1 1 que  donne  lai. valeur  f—  7 -,  de 
forte  que  ces  deux  valeurs  de  / feront  les 
racines  de  l’équation  30  -\-6zf- — lp—  12.1. 

Nous  avons  fuppofé  ci-deiîus  n — 3 z 1 j 
or  on  peut  faire  également  n — — 3 2 1 ; 
mais  il  eft  facile  de  voir  d'avance  que  tout 
le  changement  qui  en  réfultera  dans  les  for- 
mules précédentes , c’efr  que  les  valeurs  de 
m' , m" , & de  n'  , n"  , changeront  de 
ligne  , moyennant  quoi  les  valeurs  de  y Sc 
dey  deviendront  aufii  de  dirïcrens  lignes , 
ce  qui  ne  donnera  aucun  nouveau  réfultat  > 

Qq  4 
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puifque  ces  valeurs  ont  déjà  d’elles-mêmcs 
le  licne  ambigu  -K 

Il  en  fera  de  même  dans  tous  les  autres 
cas , de  forte  qu’on  pourra  toujours  fe  dif- 
penfer  de  prendre  fucceffivement  la  valeur 
de  n en  plus  & en  moins. 

La  valeur  /'=  7 que  nous  venons  de 
trouver  réfulte  de  la  valeur  de  «=+  3 2, 1 i 
on  pourxoit  trouver  d’autres  valeurs  de  /, 
ii  on  trouvoit  d’autres  valeurs  de  n qui 
euflent  la  condition  requife  ; mais  comme 
le  divifeur  2?  :=  1 17 1 eft  un  nombre  pre- 
mier, il  ne  fauroît  y avoir  d’autres  valeurs 
de  n de  la  même  qualité  , comme  nous 
l’avons  démontré  ailleurs  ( Mémoires  de 
Berlin  pour  l’ année  pag.  194)  , d’où 

il  faut  conclure  que  le  nombre  7 eft  le  feul 
qui  puilfe  fatisfaire  à la  queftion. 

J’avoue  au  reile  qu’on  peut  réfoudre  le 
problème  précédent  avec  plus  de  facilité 
par  le  {impie  tâtonnement  ; car  dès  qu’on 
eit  parvenu  à l’équation  ^=1171 — 7 y' 
ilti’y  aura  qu’à  elfayer  poury  tous  les  nom- 
bres entiers  dont  les  quarrés  multipliés  par  7 
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ne  furpafïiwont  pas  1171,  c’cft-àdire  tous 
les  nombres  <C\/~  < 13. 

Il  en  eft  de  même  de  toutes  les  équations 
où  A eft  un  nombre  négatif  $ car  dès  qu’on 
eft  arrivé  à l’équation  x'  = B -}-  Ay 1 , où 
( en  faifant  A—  — a)  ,xr=B — ay ’ , il  eft 
clair  que  les  valeurs  fatisfaifantes  dey  s’il 
y en  a , ne  pourront  fe  trouver  que  parmi 
lps  nombres  <1  \/  *.  Aufli  n’ai-je  donné 
des  méthodes  particulières  pour  le  cas  de  A 
négatif,  que  parce  que  ces  méthodes  ont 
une  liaifon  intime  avec  celles  qui  concer- 
nent le  cas  de  A pofitif,  & que  toutes  ces 
méthodes  étant  ainfi  rapprochées  les  unes 
des  autres  peuvent  fe  prêter  un  jour  mutuel 
& acquérir  un  plus  grand  degré  d’évidence. 

Exemple  II. 

8 1 .Donnons  maintenant  quelques  exem- 
ples pour  le  cas  de  A pofitif,  & foit  pro- 
pofé  de  trouver  tous  les  nombres  entiers 
qu’on  pourra  prendre  pour  y , en  forte  que 
la  quantité  radicale  , 

yj  ( 13/+101) 

devienne  rationnelle. 
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On  aura  ici  (art.  64)  f 

& 1 équation  à réfoudre  en  entiers  fera 

x'  — iiy'=\o  1 , 

dans  laquelle  , à caufe  que  101  n’eft  divi- 
fible  par  aucun  quarré  ,y  fera  nécefïairement 
premier  à 101. 

On  fera  donc  (art.  65)  x—ny — 10 1{, 
& il  faudra  que  n ’ — 13  foit  divifible  par 

101  , en  prenant  n < ~ < 51. 

Je  trouve  n=y  5 , ce  qui  donne  n'= 1 125 
& n1  — 13=1x11  = 101x12;  ainfi  on 
pourra  prendre  /z  = +3)  , & fubftituant 
au  lieu  de  x , + 35 y — 101  \ , on  aura  une 
équation  toute  divif.bie  par  101  , qui , la 
divifion  faite , fera 

iiy* +70^+1 01  {’=i. 

Employons  encore  pour  réfoudre  cette 
équation , la  méthode  de  l’art.  70  ; faifons 
D'—iz , D=z  101,  n=+  3 j , mais  au  lieu 
de  la  lettre  3 nous  conferverons  la  lettre  y , 
& nous  changerons  feulement  ~ en  y' , com- 
me dans  l’exemple  précédent. 
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Soit , 1 °.  n= 3 y , on  fera  le  calcul  fuivànt  ? 
m —yy—3 , « -3  5'3  ■ !*=-«  » D"  =^=-1  ’■>  — 3/+/' 
m'=  — = i ,n"=-i  + 1=0,  D'"=:-^=ii,y'=y"+y"\ 

D “ 

Comme /z"=o  & conféqueminent  < — ■ 

X 

& < , on  s’arrêtera  ici  & Ton  aura 

2 

la  transformée 
D 

ou  bien 

ii  ut 

y— y—  i , 

laquelle  étant  réduite  à cette  forme 

fera  fufceptible  de  la  méthode  He  l’art.  71 , 
n°*  2;  & comme  13  eft  < 100 , on 
pourra  faire  ufage  de  la  table  de  l’art.  41. 

Ainfi  il  n’y  aura  qu’à  voir  fi  dans  la  férié 
fupérieure  des  nombres  *qui  répondent  à 
y'  1 3 , il  fe  trouve  le  nombre  1 dans  une 
place  paire  j car  il  faut  pour  que  l’équa- 
tion précédente  foit  réfoluble , que  dans  la 
ferie  P°,  P1 , P"  &c.  il  fe  trouve  un  terme 
= — 1 3 mais  on  %P°—i , — P'  = 4,  P" 


y — in"yy"+D'y=zi, 
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= 3 &c.  donc  &c.  or  dans  la  férié  1,4, 

3 , 3 , 4 , 1 &c.  on  trouve  juftement  1 à 
la  fixieme  place,  en  forte  que  P'= — 1 3 
donc  on  aura  une  folution  de  l’équation  pro- 
pofée,en  prenant  y'"  —p' , & y" , les 
nombres  pr , cf  étant  calculés  d’après  les 
formules  de  l’art.  2.5  , en  donnant  à ju.*  , 
p"  &c.  les  valeurs  3,1,1,  1,1,6  &c.  qui 
forment  la  férié  inférieure  des  npmbres  . 
répondans  à \/ 1 3 dans  la  même  table. 

On  aura  donc 
f=i  * ?=° 

P'=  5 ?'=I 

=4  ?"=< 

/’”=/>" +/=7  ?"-?"+?’  =i 

/’=/'+/="  î,-=î'"+î"=J 

/>-  ■ 8 . ?•  =r +?'—  5- 

Donc  y"‘  = i8  & y"=<$  donc  y ‘ = y” 

rfy = ■ 1 3 » & 3 v’+y =74- 

Nous  avons  fuppofé  ci-defïus  n = 37, 
mais  on  peut  au/R  prendre  n= — 35. 

Soit  donc  , x°.  /z  = — 35  , on  fera 

« = ^■=-3, «'=-35+3.12=1 , D"  ,y=-3>'+j* 

- -7-  =-1  > «''=1-1=0 , J ,y=-y*+j- '* 

* 
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ainfi  on  aura  les  mêmes  valeurs  de  D" , D"x 
& n"  qu’auparavant,  de  forte  que  la  tranf- 
formée  en  y &/"  fera  aufli  la  même. 

On  aura  donc  aufiiyn=  18  &y= 5 ; 

donc  y=— y +y”=i  3 , & y=—& 
+y  — -34. 

Nous  avons  donc  trouvé  deux  valeurs 
dey  avec  les  valeurs  correspondantes  de 
y'  ou  {;  & ces  valeurs  réfultent  de  la  fup- 
pofition  de  33  j or  comme’  on  ne 

peut  trouver  aucune  autre  valeur  de  n qui 
ait  les  conditions  requifes , il  s’enfuit  que  les 
valeurs  précédentes  feront  les  Seules  valeurs 
primitives  que  l’on  puiSTe  avoir  * mais  on 
pourra  enfuite  en  trouver  une  infinité  de 
dérivées  par  la  méthode  de  l’art.  72. 

Prenant  donc  ces  valeurs  dey  & { pour 
p & q on  aura  en  général  (art.  cité), 
y—7V— (101.23— 35-74)«=74H"i67« 
?=i3H-(  I2.-74— 35«13)“=2'3H“  83« 

ou 

j=-34r-(ioi.  13-35. 34)tf=-34'-i*3* 

î=  >3'+(—  ‘*-34+35-i3>=i3'+  47“ 

& il  n’y  aura  plus  qu’à  tirer  les  valeurs 
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de  t Si  u de  l’équation  tJ  — 13^  = 1 j 
or  ces  valeurs  (e  trouvent  déjà  toutes  cal- 
culées dans  la  table  qui  eft  à la  fin  du 
chap.  VII  du  traité  précédent  $ on  aura 
donc  fur  le  champ  t—6 49  & a=i8o; 
de  forte  que  prenant  ces  valeurs  pour  T 
& V dans  les  formules  de  l’art.  75  , on 
aura  en  général 

(640+1 8ot/i3VM-  (64  9 — iScy/  13)” 

♦ • x 

(649+180^13)’’’— (649 — 1 8oy/  1 

' 2V13 

où  l’on  pourra  donner  à m telle  valeur  qu’on 
voudra , pourvu  qu’on  ne  prenne  que  des 
nombres  entiers  pofitifs. 

Or  comme  les  valeurs  de  t & u peuvent 
être  prifes  tant  en  plus  qu’en  moins  , les 
valeurs  de  y qui  peuvent  farisfaire  à la 
question  feront  toutes  renfermées  dans  ces 
deux  formules , 

y—  + 74/±î67«, 

= + 5 4/+  1 

les  fignes  ambigus  étant  à volonté. 

Si  on  fait  m=^o , on  aura  t=.  1 6e  u= 0 ; 
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donc  y =+74,  ou  =+34;  & cette  der- 
nière valeur  fera  la  plus  petite  qui  puiffe 
réfoudre  le  problème. 

Nous  avons  déjà  réfolu  ce  même  pro- 
blème dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
l'année  iy68 , pag.  243;  mais  comme  nous 
y avons  fait  ufage  d’une  méthode  un  peu 
différente  de  la  précédente  &:  qui  revient 
au  même  pour  le  fond  que  la  première  mé- 
thode de  l’art.  66  ci-deffus,  nous  avons  cru 
devoir  le  redonner  ici , pour  que  la  com- 
’ paraifon  des  réfultats  qui  font  les  mêmes 
par  l’une  & l’autre  méthode  puiffe  leur 
fervir  de  confirmation , s’il  en  eft  befoin. 

Exemple  III. 

S 1.  Soit  propofé  encore  de  trouver  des 
nombres  entiers  qui  étant  pris  pour  y , 
rendent  rationnelle  la  quantité 

V (79y+i°0- 

O n aura  donc  à réfoudre  en  entiers 
l’équation 

x%—79f=io\  , 
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dans  laquelle  y fera  premier  à ioi  , puifque 
ce  nombre  ne  renferme  aucun  faéteur 
quarré. 

Qu’on  fuppofe  donc  x—ny — ioi^  , & 
il  faudra  que  n1 — 79  foit  divifiblepar  10 1, 
en  prenant  n<  ^ < 5 1 ; on  trouve  «=3  3 , 
ce  qui  donne  ri1  — 13  = 101 0=1 01  X ioj 
ainfi  on  pourra  prendre  n = + 33 , & ces 
valeurs  feront  les  feules  qui  aient  la  con- 
dition requife. 

Subftituant  donc  + 3 3 y — 1 o 1 { à la  place 
de  x , & divifant  toute  l’équation  par  10 1 , 
on  aura  cette  transformée 

io y'  + 66y^+  ioi{’=  r. 

On  fera  donc  D — 10,  /?=ioi  ,«=+33 , 
& prenant  d’abord  n en  plus , on  opérera 
comme  dans  l’exemple  précédent  ; on  aura 
ainfi 

W=S=3  ’ *'=33'3  • 10=3  * D"=~y=-7 

D'  D'1 

Or  comme  «—3  eftdéjà  < — & < — > 

2.  x 
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il  ne  fera  pas  nécefîaire  d’aller  plus  loin* 
ainfi  on  aura  la  transformée 

• I il 

— 7y'  — ioy*=  I , . 

laquelle  étant  multipliée  par  — 7 , pourra 
fe  mettre  fous  cette  foi-me  , 

'•  h ‘ 

(7y-hî7")a“-79J?^=^-7*  1 

Puifque  donc  7 eft  < 1/79 , fi  cette  éqüa« 
tion  eft  réloluble  , il  faudra  que  le  nom- 
bre 7 fe  trouve  parmi  les  termes  de  la  férié 
fupérieure  des  nombres  qui  répondent  à 
1/79  dans  la  table  de  l’art.  41 , & même 
que  ce  nombre  7 y occupe  une  place  paire. *r 
puifqu’il  a le  fgne  — . Mais  la  férié  donÈ 
il  s’agit  ne  renferme  que  les  nombres  a y 
1 $ , 1 , qui  reviennent  toujours  ; donc  ovt. 
doit  conclure  fur  le  champ  que  la  derniere 
équation  n’eft  pas  réfoluble  qu’ainfi  la 
propofée  ne  4’eft  pas , au  moins  d’après  la 
valeur  de  n = 3 j. 

Il  ne  refte  donc  qu’à  eflayer  l’autre  valeu* 
/i= — 33,  laquelle  donnera 

m Œ “ =_3  > «'=-33+3.ïo=-3.  ^"=27p=-7.y=-3^+X 
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de  forte  qu’on  aura  cette  autre  transformée^ 

— 7y‘  +6yy" + 1Qy' ==  1 » 

laquelle  fe  réduit  à la  forme 

C7y— w" y— 79/=— 7 * 

qui  efl  lemblable  à la  précédente.  D’où  je 
conclus  que  l’équation  prqpofée  n’admet 
a{?folument  aucune  folutio»  en  nombres 
entiers.-  . 

Remarque.' 

i.  if.-  *’•  "ï-  in  ' -T.-  ,r;  . 

l-  83.  Euler,  j dans. un  excellent  Mémoire 
imprimé  dans  le  tome  IX  des  rwuvcaux 
Gomment  ai  res  de  Pètersbour  f % trouve  par 
mduâion  cette  réglé  y pour  juger  de  lt\ 
péfoiubilité  de  toute  équation  de  la  forme 
x*-^-Ayz—B,  lorfquë  B efl  un  nombre 
premier  ; c’eft  que  l’équation  doit  être  pof- 
ùble  toutes  les  fois  que.i?  fera  de  la  forme 
4 An-\-r\  ou  4An-\-r*—A  s mais  l’exem- 
ple précédent  met  cette  réglé  en  défaut  - 
car  10 1 eft  un  nombre  premier  de  la  forme 
* 4An-\-r' — A , en  faifant  A— 7 y , n = — 4 
& /-=} 8j  cependant  l’équation  je1 — 79 y* 
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=101  n’admet  aucune  folution  en  nombres 
entiers. 

Si  la  réglé  précédente  étoit  vraie , il  s’en-' 
fuivroit  que  fi  l’équation  — Ay'—B  eft 
poflible  lorfque  B a une  valeur  quelconque 
b y elle  le  feroit  auffi  en  prenant  B=<\An 
-4 -b  y pourvu  que  B fut  un  nombre  premier. 
On  pourroit  limiter  cette  demiere  réglé  , 
en  exigeant  que  b fût  auffi  un  nombre  pre- 
mier ; mais  avec  cette  limitation  même  elle 
fe  trouveroit  démentie  par  l’exemple  pré- 
cédent -,  car  on  a 101=4^/2  -\-b , en  pre- 
nant A=-jf)y  n— — x & £=733  ; or  73  j 
eft  un  nombre  premier  de  la  forme  x* 
— 79j* , en  faifant  *=38  Sc  y = 3 ; ce- 
pendant 10 1 n’eft  pas  de  la  même  forme 

7 ay** 
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PARAGRAPHE  VIII. 

Remarques  fur  les  Equations  de  la  forme 
p'ssAq'-fi, 

& fur  la  maniéré  ordinaire  de  les  réfoudre 
en  nombres  entiers . 

8 4. La  méthode  du  chap.  VII  du  traité 
précédent  pour  réfoudre  les  équations  de 
eette  efpece  eft  la  même  que  celle  que 
Wallis  donne  dans  fon  Algèbre  ( chap. 
XCV1II),&  qu’il  attribue  à Mylord  Broun- 
ker  ; on  la  trouve  aufîi  dans  l’Algebre 
d 'Oqanam  , qui  en  fait  honneur  à Fermât. 
Quoi  qu’il  en  foit  de  l’Inventeur  de  cette 
méthode  , il  eft  au  moins  certain  que 
Fermât  eft  l’Auteur  du  problème  qui  en 
fait  l’objet  j il  l’avoit  propofé  comme  un 
défi  à tous  les  Géomètres  Anglois , ainlî 
qu’on  le  voit  par  le  commercium  epiflolicwn 
de  Wallis  : c’eft  ce  qui  donna  occafion  à 
Mylord  Brounker  d’inventer  la  méthode 
dont  nous  parlons  ; mais  il  ne  paroît  pas  que 
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cet  Auteur  ait  connu  toute  l’importance  du 
problème  qu’il  avoit  réfolu  ; on  ne  trouve 
même  rien  fur  ce  fujet  dans  les  écrits  qui 
nous  font  reftés  de  Fermât , ni  dans  aucun 
des  Ouvrages  du  ftecle  pafie,  où  l’on  traite 
de  l’Analyfe  indéterminée.  Il  eft  bien  na- 
turel de  croire  que  Fermât , qui  s’étoit 
principalement  occupé  de  la  théorie  des 
nombres  entiers , fur  lefquels  il  nous  a d’ail- 
leurs laifle  de  très-beaux  théorèmes , avoit 
été  conduit  au  problème  dont  il  s’agit  par 
les  recherches  qu’il  avoit  faites  fur  la  réfo- 
lution  générale  des  équations  de  la  forme 
x'—Ayx-\-B  , auxquelles  fe  réduifeirt 
toutes  les  équations  du  fécond  degré  à 
deux  inconnues;  cependant  ce  n’eft  qu’à 
Euler  ope.  nous  devons  la  remarque  que  ce 
problème  eft  néceflaire  pour  trouver  toutes 
les  folutions  polfibles  de  ces  fortes  d’équa- 
tions. (Voyez  le  chap.  VI  ci-deflus , le 
tome  VI  des  anciens  Commentaires  de  Pé~ 
tersbourg , & le  tome  IX  des  nouveaux  ). 

La  méthode  que  nous  avons  fuivie  pour 
démontrer  cette  propofition  eft  un  peu  dif* 

Rr  3. 
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férente  de  celle  $ Euler  , mais  auffi  efl* 
elle  , fi  je  ne  me  trompe  , plus  direfte  & 
plus  générale.  Car  d’un  côté  la  méthode 
à' Euler  conduit  naturellement  à des  ex- 
prefïions  fraélionnaires  lonqu’il  s’agit  de 
les  éviter  , & de  l’autre  on  ne  voit  pas 
clairement  que  les  fuppofitions  qu’on  y fait 
pour  faire  difparoître  les  fraélions  foient 
les  feules  qui  puifTent  avoir  lieu.  En  effet 
nous  avons  fait  voir  ailleurs  qu’il  ne  fuffit 
pas  toujours  de  trouver  une  feule  folution 
de  l'équation  x'=Ay'-\-B  , pour  pouvoir 
en  déduire  toutes  les  autres  à l’aide  de 
l’équation  p'=A  ÿ’-j-i  ; & qu’il  peut  y 
avoir  fouvent , au  moins  lorfque  B n’eft  pas 
un  nombre  premier  , des  valeurs  de  x 
qui  ne  fauroient  être  renfermées  dans  les 
exprefiions  générales  d'Euler.  ( Voyez  l’art. 
45  de  mon  Mémoire  fur  les  Problèmes  in- 
déterminés , dans  les  Mémoires  de  Berlin , 
année  1767  ). 

Quant  la  méthode  de  réfoudre  les 
équations  de  la  forme  p '==  Af-\- 1 , il  nous 
femble  que  celle  du  chap.  VII  , quelque 

, S>  • * 

'«If  ?.:■+ 

' ‘{ 1 
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ingénieufe  qu’elle  foit , eff  encore  allez  im- 
parfaite. Car,  i°.  elle  ne  fait  pas  voir  que 
îoute]cquation  de  ce  genre  ell  toujours  rc- 
foluble  en  nombres  entiers , lorfque  a ell  un 
nombre  pofirif  non-quarré.  2'.  Iln’eft  pas 
démontré  qu’elle  doive  faire  parvenir  tau- 
jours  à la  réfolution  cherchée.  Wallis , 
il  ell  vrai , a prétendu  prouver  la  première 
de  ces  deux  proportions  -,  mais  fa  dé- 
monftration  n’eft , fi  j’oie  le  dire  , qu’une 
fimple  pétition  de  principe.  ( Voy.  le  chap. 
XCIX  de  fon  Algèbre  ).  Je  crois  donc  êtrt 
le  premier  qui  en  ait  donné  une  tout-à-fait 
rigoureufe  j elle  fe  trouve  dans  les  A Man- 
ges de  Turin  , tome  IV  ; mais  elle  cil  très- 
longue  & très-indireéle  ; celle  de  l’art.  37 
ci-deflus  ell  tirée  des  vrais  principes  de  la. 
chofe  , & ne  laifle  , ce  me  femble,  rien  à. 
délirer.  Cette  méthode  nous  met  aufli  en 
état  d’apprécier  celle  du  chap.  VII,  & de 
reconnoître  les  inconvéniens  où  l’on  pour- 
roit  tomber  fi  on  la  fuivoit  fans  aucune 
précaution  ; c’ell  ce  que  nous  allons  dif- 
cuter. 

R r 4 
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8 5 . De  ce  que  nous  avons  démontré  dans 
le  §.  11 , il  s’enfuit  que  les  valeurs  de  p & q 
qui  fatisfont  à l’équation  p' — Aq'=  i , ne 
peuvent  être  que  les  termes  de  quelqu’une 
des  fractions  principales  déduites  de  la  frac- 
tion continue  qui  exprimeroit  la  valeur  de 
\/  A ; de  forte  que  fuppofant  cette  fraftion 
continue  repréfentée  ainfi  , 

y + — , ; . 1 

on  aura  néceffairement 


r 

y"  + &C. 


fj  étant  un  terme  quelconque  de  la  férié 
infinie  y'  » y"  &c.  dont  le  quantieme  p ne 
peut  fe  déterminer  qu’à  pofleriori. 

Il  faut  remarquer  que  dans  cette  fraftion 
continue  les  nombres  y , y' , y"  &c.  doivent 
être  tous  pofitifs  , quoique  nous  ayons  vu 
dans  l’art.  3 qu’on  peut  en  général  dans 
les  fraftions  continues  rendre  les  déno- 
minateurs pofitifs  ou  négatifs  , fuivant  que 
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l’on  prend  les  valeurs  approchées  plus  pe- 
tites ou  plus  grandes  que  les  véritables , mais 
la  méthode  du  problème I (art  13  & fuiv.) 
exige  abfolument  que  les  valeurs  appro- 
chées h-  , h-'  » H-"  Soient  toutes  prifes  en 

défaut. 

86.  Maintenant , puifque  la  fra&ion  ~ 
eft  égale  à une  fraftion  continue  dont  les 
termes  font  /*' , /*"  Oc.  ^ , il  eft  clair 
par  l’art.  4 que  h-  fera  le  quotient  de  p 
divifé  par  q , que  fera  celui  de  q divifé 
par  le  refte , celui  de  ce  refte  divifé  par 
le  fecond  refte , & ainfi  de  fuite  ; de  forte 
que  nommant  r , /,  r Oc.  les  reftes  dont  il 
s’agit , on  aura , par  la  nature  de  la  divifion , 
p=nq+ry  q=n'r+fy  r=v"f+t , Oc. 
où  le  dernier  refte  fera  néceflairement=o, 
& l’avant-dernier  = 1 , à caufe  que  p 8i  q 
font  des  nombres  premiers  entr’eux.  Ainfi 
/t*  fera  la  valeur  entière  approchée  de  £ , 
celle  de  -r  , /*"  celle  de  ~ Oc.  ces  valeurs 
étant  toutes  prifes  moindres  que  les  véri- 
tables , à l’exception  de  la  derniere  h* , qui 
fera  exa&ement  égale  à la  fraétion  corref- 
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pondante  , à caufe  que  le  relie  fuivant  eft 
fuppofé  nul. 

Or  comme  les  nombres  u , /u.’ , , 

font  les  memes  peur  la  fraélion  continue 
qui  exprime  la  valeur  de  1 , & pour  celle 
qui  exprime  la  valeur  de  y/  A , on  peut 
prendre , jufqu’au  terme  /J,  ? =y/  A,ce{l- 
à-dire  />’  — Aq'=o.  Ainfi  on  cherchera 
d’abord  la  valeur  approchée  en  défaut  de 
f , c’efl- à-dire  de  \ A , & ce  fera  la  valeur 
de ^ ; enfuite  on  fubftituera  dans/?1 — Af- 
= o , à la  place  de p fa  valeur  Pq-\-r,  ce 
qui  donnera  {p1  — A)  q*-\-x  p q r -\-  r*=:o  , 
& on  cherchera  de  nouveau  la  valeur  ap- 
prochée en  défaut  de  , c’eft-à-dire  de  la 
racine  pofitive  de  l’équation 

i=o. 

& l’on  aura  la  valeur  de  t*. 

On  continuera  à fubftituer  dans  la  trans- 
formée (t*1 — A)  ÿ’-f-  V7r~f_r’— °*  à la 
place  de  q , p r-\- /,•  on  aura  une  équation 
dont  la  racine  fera  j ; en  prendra  la  valeur 
approchée  en  défaut  de  cette  racine , ôd’on 
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aura  la  valeur  de  t*".  On  fubftituera  n"r+f 
à la  place  de  r,  &c. 

Suppofons  maintenant  que  t foit  par  ex. 
le  dernier  relie  qui  doit  être  nul , J fera 
l’avant-dernier  qui  doit  être  = i ; donc  lï 
la  transformée  en /8c  t de  la  formule  p' 
* — Aq1  eft  Pf  ’ + Qft  + Rt ' , il  faudra  qu’en 
y faifant  t= o & /=  i elle  devienne  = i , 
pour  que  l’équation  propofée  p1 — Aÿ=i 
ait  lieu  ; donc  P devra  être  =i.  Ainlî  il 
n’y  aura  qu’à  continuer  les  opérations  & 
les  transformations  ci-deflus  jufqu’à  ce  que 
l’on  parvienne  à une  transformée  où  le 
coefficient  du  premier  terme  foit  égal  à 
l’unité  ; alors  on  fera  dans  cette  formule, 
la  première  des  deux  indéterminées  comme 
r , égale  à i , & la  fécondé  comme  / , 
égale  à zéro  j & en  remontant  on  aura  les 
valeurs  convenables  de  p 8c  q. 

On  pourroit  auffi  opérer  fur  l’équation 
même  p 1 — Aqx=  i,en  ayant  feulement  foin 
de  faire  abllraéHon  du  terme  tout  connu 
i , & par  conféquent  auffi  des  autres  termes 
tout  connus  qui  peuvent  réfulter  de  celui-ci. 
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dans  la  détermination  des  valeurs  appren 
chées  /*  , b'  , f*"  &c.  de^,  y &c.  dans 
ce  cas  on  effayera  à chaque  nouvelle  tranf- 
formation , fi  l’équation  transformée  peut 
fubfifter  en  y faifant  l’une  des  deux  indéter- 
minées = i & l’autre  r=  o ; quand  on  fera 
parvenu  à une  pareille  transformée , l’opé- 
ration fera  achevée  , & il  n’y  aura  plus  qu’à 
revenir  fur  fes  pas  pour  avoir  les  valeurs 
cherchées  de  p & de  q. 

Nous  voilà  donc  conduits  à la  méthode 
du  chapitre  VII.  A examiner  cette  mé- 
thode en  elle- même  & indépendamment 
des  principes  d’où  nous  venons  de  la  dé- 
.duire , il  doit  paroître  allez  indifférent  de 
prendre  les  valedrs  approchées  d e , 

&c.  plus  petites  ou  plus  grandes  que  les 
véritables , d’autant  que,  de  quelque  ma- 
niéré qu’on  prenne  ces  valeurs,  celles  de 
r,f,t  &c.  doivent  aller  également  en 
diminuant  jufqu’à  zéro , (art.  6). 

Aufii  Wallis  remarque-t-il  expreffément 
qu’on  peut  employer  à volonté  les  limites 
en  plus  ou  en  moins  pour  les  nombres 
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f/'  &c.  & il  propofe  même  ce  moyen 
comme  propre  à abréger  fouvent  le  calcul  ; 
c’eft  aufli  ce  que  Euler  fait  obferver  dans 
l'article  102  & fuivant  du  chapitre  cité; 
cependant  je  vais  faire  voir  par  un  exemple  , 
qu’en  s’y  prenant  de  cette  maniéré  on  peut 
rifquer  de  ne  jamais  parvenir  à la  fol»tion 
de  l’équation  propofée.  „ • 

Prenons  l’exemple  de  l’art.  10 1 du  même 
çhap.  où  il  s’agit  de  réfoudre  une  équation 
de  cette  forme  p 1 ==  6f  -j-  1 , ou  bien  p ’ 
— 6q2=  1 . On  aura  donc  p=^\/ (éÿ’-j-i) , 
& négligeant  le  terme  confiant  i,p=iqy/ 6 ; 
donc  f—y/6  > 2 < 3 ; prenons  la  limite 
en  moins  & faifons  M=x  , & enfuite  p 
= 2 ; fubilituant  donc  cette' valeur, 

on  aura — 1 1 ÿ’ -j- 4 ÿ 1 j donc  q 


2r-f~i/  (6r’ — î) 


tant  le  terme  confiant  — 2 , q=  a—  , 
ou  = > 2 < 3 ; prenons  de  nou- 

veau la  limite  en  moins , & failons  q~xr 
-J-/,  la  derniere  équation  deviendra  r% 
r~4rf —xp  —1  , où  l’on  voit  d’abord 
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S . 

i j ainfi 


en  aura  q — i. , p -j- 

Maintenant  reprenons  la  première  tranf- 
formée — rx=zi  , où  nous 
avons  vu  que  \ > z & < 3 , & au  lieu  de 
. prendre  la  limite  en  moins , prenons-la  en 
/>/«*,  c’eft-à-dire , fuppofons  q=y-\-f, 
ou  bien , puifque  f doit  être  alors  une  quan- 
tité négative  q=y—f,  on  aura  la  trans- 
formée Suivante , — 5 rx  -j-  8 rf — ip  — i , 

4 /•-fi/  (6/*—  5) 

laquelle  donnera  r=  — — » 


donc  négligeant  le  terme  confiant  5 , r 

= &/=—  >K  2* 

Prenons  de  nouveau  la  limite  en  plus , 

& faiSons  r=  2./— r , on  aura  — 6/’  + 1 ift 

, r 6c- \-y/  ( 6t ■' — 6) 
— 5r  = 1 i donc /= 1 ^ i 

donc  , rejetant  le  terme  — o ,y  = — r-  » 

+ If  > 1 < 2" 

Qu’on  continue  à prendre  les  limites  en 

p!us&  qu’on  fa fîef—xt — c,  il  viendra — 51' 

. 6u-\-y/{6u'  5). 

~yi  itu — 6«  =1  idonct — — 
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donc  1 < 1.  Faifons  donc  de 

même  t=zu — x,  on  aura — iu'-\-%ux 
— 5x1=i  ; donc,  &c. 

Continuant  de  cette  maniéré  à prendre 
toujours  les  limites  en  plus , ôn  ne  trouvera 
jamais  de  transformée  où  le  coefficient  du 
premier  terme  foit  égal  à l’unité , comme 
il  le  faut , pour  qu’on  puiffe  trouver  une 
folution  de  la  propofée. 

" La  même  chofè  arrivera  néceffairement 
toutes  les  fois  qu’on  prendra  la  première  , 
limite  en  moins  & les  fuivantes  toutes  en 
plus  ; je  pourrois  en  donner  la  raifon  à 
priori  i mais  comme  le  Leéieur  peut  la 
trouver  aifément  par  les  principes  de  notre 
théorie,  je  ne  m’y  arrêterai  pas.  Quant  à 
préfent  il  me  fuffit  d’avoir  montré  la  né- 
ceffité  de  traiter  ces  fortes  de  problèmes 
d’une  maniéré  plus  rigoureule  & plus 
profonde  qu’011 -ne  l’avoit  encore  fait» 
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PARA  GRAPHE  IX. 

De  la  maniéré  de  trouver  des  Fondions 
algébriques  de  tous  les  degrés , qui  étant 
multipliées  enfemble  produifent  toujours 
des  fonctions  femblables. 

Addition  pour  Us  Chapitres  XI  & XII. 

87.  J E crois  avoir  eu  en  même  temps  que 
. Euler  l’idée  de  faire  fervir  les  faéleurs 
irrationnels  & même  imaginaires  des  for- 
mules du  fécond  degré , à trouver  les  con- 
ditions qui  rendent  ces  formules  égales  à 
des  quarrés  ou  à . des  puiflances  quel- 
conques ; j’ai  lu  fur  ce  fujet  à l’Académie 
en  1768  , un  Mémoire  qui  n’a  pas  été 
imprimé  , mais  dont  j’ai  donné  un  précis 
à la  fin  de  mes  recherches  fur  les  Pro- 
blèmes indéterminés , qui  fe  trouvent  dans 
le  volume  pour  l’année  1767  , lequel  a 
paru  en  1769  , avant  même  la  tradu&ion 
Allemande  de  l’ Algèbre  d 'Euler. 

J’ai  fait  voir  dans  l’endroit  que  je  viens 

de 


Digitized  by  GoogI 


Additions.  6 41 

de  citer,  comment  on  peut  étendre  la 
même  méthode  à des  formules  de  degrés 
plus  élevés  que  le  fécond  ; & j’ai  par  ce 
moyen  donné  la  folution  de  quelques  équa- 
tions dont  il  auroit  peut  être  été  fort  dif- 
ficile de  venir  à bout  par  d’autres  voies.  Je 
vais  maintenant  généralifer  encore  davan- 
tage cette  méthode , qui  me  paraît  mériter 
particuliérement  l’attention  des  Géornetres 
par  fa  nouveauté  & par  fa  fingularité. 

88.  Soient  * & £ les  dçux  racines  de 
l’équation  du  fécond  degré 

P — aJ-\-b  — o y ‘ 

& confidérons  le  produit  de  ces  deux 
fa&eurs 

(x-|-«y)  (x -f-jây) , 

qai  fera  néceflairement  réel  ; ce  produit 
fera  or  on  a «-f-,3 

= a,  & u!i—b  , par  la  nature  de  l’équa- 
tion p — af-\-b—o  -,  donc  on  aura  cette 
formule  du  fécond  degré 

x'-\-axy-\-by\ 

laquelle  eft  compofée  des  deux  faéfeurs 
Tome  II.  S s 
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Maintenant  il  eft  vifrble  que  lî  l’on  a une 
formule  femblable 

x'+ax'y'+by', 

& qu’on  veuille  les  multiplier  l’une  par 
l’autre , il  fuflira  de  multiplier  enfemble  les 
deux  fafteurs  x+*y,  x'-j-ay' , & les  deux 
x+&y,  x'  yfiy' , enfuite  les  deux  produits 
l’un  par  l’autre.  Or  le  produit  de  x-\-*y 
par  x'  + ay'  efl  X*'  -|-  * ( xy ' +yx')-\-'*yy'  ; 
mais  puifque  * efl  une  des  racines  de  l’équa- 
tion  f1  — aj -\-i =o , on  aura  * — aa-\-b 
— o;  donç  a* — b ; donc  fubflituant 
cette  valeur  de  a1  dans  la  formule  précé- 
dente , elle  deviendra  xx‘  — byy'  a.  (xyx 
~\~yx'~\~ayy')  > de  forte  qu’en  Faifant, 
pour  plus  de  (implicite, 

X— xx  — byy'  , 
Y—xy'-Pyx'-^ayy'  , 
le  produit  des  deux  faêleurs  x-j-«y  , x ’+uy', 
fera  X-\-°Y , & par  conféquent  de  la  même 
forme  que  chacun  d’eux.  On  trouvera  de 
même  que  le  produit  des  deux  autres  fac- 
teurs x -j-/3j  & *‘4-/3/  , fera  X-\-^Ys 
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de  forte  que  le  produit  total  fera  (X-\-aY) 
[X-\-&Y)  , favoir 

X'+aXY+br» 

C’eft  le  produit  des  deux  formules  fem- 
blables  , 

x'-\-axy+by\  & x'-\-ax'f-\-by\ 

Si  on  vouloit  avoir  le  produit  de  ces 
trois  formules  femblables 

x'+axy  -\-h'  » 

x 11  1 

x'-\-axy  -j -by\ 

XI  II  II  11 

x'+axy'+by'  , 

il  n’y  auroit  qu’à  trouver  celui  de  la  for» 
mule  X* -\-aXY-\-bY*  par  la  derniere  x 1 

11  il  11 

-{-a  xy-\-by*  , & il  eft  vifible  par  les 
formules  ci-defïus  qu’en  faifant 
X'—Xx"—bYy"  y 
Y,=Xy"-YYx“-\-aYy' , 
le  produit  cherché  fèroit 

X'+aXŸ+bŸK 

On  pourra  trouver  de  même  le  produit 
de  quatre  ou  d’un  plus  grand  nombre  de 
formules  femblables  à celle-ci , 

Ss  2 
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x'-\-axy-\-by' , 

& ces  produits  feront  toujours  aufli  de  la 
même  forme. 

i » 

89.  Si  on  fait  x = x Sc  y =y , on  aura 
X = x’-  —by\Y=zzxy-\- af- , 

& par  conféquent 
' {jXz  axy  by*y  '=‘X'  a A Y 

Donc  û l’on  veut  trouver  des  valeurs 
rationnelles  de  X & Y , telles  que  la  for- 
mule X'+aXY+lY1  devienne  un  quarré, 
il  n’y  aura  qu’à  donner  à X & à Y les  va- 
leurs précédentes , & l’on  aura  pour  la 
racine  du  quarré  la  formule  Ar’-j-axy-J-^y3 , 
x S:  y étant  deux  indéterminées. 

Si  on  fait  de  plus  .r"  =*’=:>:  8iy"=ÿ‘ 
z —y,  on  aura  X' — bYy , Y‘=Xy 
-\-Yx-\-aYy  , c’eft-à-dire  en  fubftituant 
les  valeurs  précédentes  de  X & Y , 

X'=x‘  — 3bxy'-\-aby',t 

Y'  — 3 x'y  -f  3 a xf-  ( a1 — b ) y ' ; 

donc 

Ainfi , fi  l’on  propofoit  de  trouver  des 
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valeurs  rationnelles  de  X'Sc  Y' , telles  que 
la  formule  X* -\-aXY-\-bY1  devint  un 

1 r . 

cube , il  n’y  auroit  qu’à  donnar  à X 8c  Y 
les  valeurs  précédentes  , moyennant  quoi 
on  auroit  un  cube  dont  la  racine  feroit  x ' 
-\-axy , x & y étant  deux  indé- 
terminées. 

On  pourroit  réfoudre  d’une  manière  fem-. 
blable  les  queftions  où  il  s’agiroit  de  pro- 
duire des  puifîances  quatrièmes  , cin- 
quièmes, & c.  mais  on  peut  aufii  trouver 
immédiatement  des  formules  générales  pour 
une  puiflance  quelconque  m , fans  palier 
par  les  puilTances  inférieures. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  des  valeurs 
rationnelles  de  X & JT,  telles  que  la  for- 
mule aX  Y-\-bY2  devienne  une  puif- 
fance  m , c’cfl-à-dire  qu’il  s’agifie  de  ré- 
foudre  l’équation 

X'+aXŸ-\-bY'=Z". 

Comme  la  quantité  X'1  -p aXY-\-Y b ’ cfl: 
formée  du  produit  des  deux  taire urs  JV'+  *i' 
& x+t*r>  ü faudra  pour  que  cette, 

Ss  3 
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quantité  devienne  une  puiflance  du  degré m, 
que  chacun  de  Tes  deux  faéïeurs  devienne 
aufli  une  femblable  puiflance. 

Faifons  clone  d’abord 

& développant  cette  puiflance  par  le  théo- 
rème de  Newton , on  aura 
xm  m xmi  y* 

4— xm-yJ+  &c. 

Or  puifque  “ efl:  une  des  racines  de 
1 équation  f1  — af-\-b  = o , on  aura  aufli 
— att-\-b  = o ; donc  <*’  .=  a*  — b , *’  = ak* 
— ba  = (a‘  — b ) « — ab  , a4  = (a*  — b)*' 
— abct~y]  — zab)*  — & ainfl 

de  fuite.  Ainfi  il  n’y  aura  qu’à  fubftituer  ces 
Valeurs  dans  la  formule  précédente , & elle 
fc  trouvera  par-là  compofée  de  deux  par- 
ties , l’une  toute  rationnelle  qu’on  compa- 
rera à X 9 & l’autre  toute  multipliée  par 
la  racine  •“ , qu’on  comparera  à * Y. 

Si  on  fait  pour  plus  de  fimplicité 

A = i B —o 

-*“  = « B'  = b 


Digitized  by  Gôogle 


Additions.  647 

A"=aA"—bA * B'"  — aB"  — bB' 

A"  —aA'" — b A"  B”  =aB'"  — bB" 

A v =zaA'r  — bA"',  By  =.aB"—bB"l>. 

&c.  &c.  &c. 

on  aura 

« —A'  a — B' 
s=zA"*—B'' 

*i=A'"«—B"' 

«A=A”«—B'\&c. 

Donc  fubftituant  ces  valeurs  & com- 
parant , on  aura 

X—  xm  — mxm~'y  B'—~~xm-'y'B  " 
— x«-y  B"' — &c. 

Y=  mxm~yA'  -f  xm~yn  A" 

+ .r-3  f A'"  + &c.  • 

Or  comme  la  racine  * n’entre  point 
.dans  les  expreflions  de  Y,  il  cft  clair 
qu’ayant  X-\ ~a.Y—(x-\-*y)m,  on  aura 
aufii  X-\-&Y=(x  -\-üy)m ; donc  multi- 
pliant ces  deux  équations  l’une  par  l’autre  , 
on  aura 

X -f  a XY+'b  Y= (*’  -f-  cixy-\-bf  Y > 
& par  conféquent 


Ss  4 
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Z s=x7-j-  axy  -j-  by\ 

Ainfi  le  problème  eft  réfolu. 

Si  a étoit  =0,  les  formules  précédentes 
deviendroient  beaucoup  plus  fimplesj  car 
on  auroit  A' — 1 , A"—o  , A"'= — b , A” 
=0,  A'=b' , A'= o,  A"'=—b 1 &c. 
& de  même  B' =0  , B"=b,  B"'=o  , 
i?,v= — b% , B'=o  , B"=b'  &c. 
donc 


AT  — x” * 


m (m-Q  (m-a^  (w- 3) 


a. 3. 4 


-4  y*  b1 &c. 


V 


m (to-t)  (m-z) 


X^y'b 


; m(m-i)  (m-î)  (w-3)(w-4)  m_.j  , ^2 

I 2 -3  -4  • 5.  *4 

& ces  valeurs  farisferont  à l’équation 

a"’  -}-  b ^ = ( * 1 -f  - iy'  y. 


90.  Pafions  maintenant  aux  formules  de 
trois  dimenlions  ; pour  cela  nous  défignc-' 
tons  par  « , fi  > y les  trois  racines  de  l’équa- 
tion du  troifieme  degré , 

/’  — — c=o, 

& nous  confîdérerons  enfuite  le  produit 
de  ces  trois  faéfeurs , 

) ( x+h’-W\  ) ( *+■}?+>{  > > 
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lequel  fera  néceflairement  rationnel , comme 
on  va  le  voir.  La  multiplication  faite,  on 
aura  le  produit  fuivant , 

x1+(a+0+ï)*y+(«'+f^)x\+(ai2+ari-/2y) 

+(“ éb+“V$-f Fy *)}'£+*  Fy\'  ; 
or  par  la  nature  de  l’équation  on  a 

“+$+}=<*  y aP+*y+&y=:b  , a,*3 y=c  ; 

de  plus  on  trouvera 

“■j-P+y'—  (*+£ +>)*■ — 2 (<*£  -f -ay+Py')=a‘ — 2 b 4 

*&+**7+P*+Py+y'1*4ry'&=-(*-\-!i-\-y)(L*&-\-a.y 

+h)—3*Py=ab—3c,  «’/3’+«V +i3’j  ’=(aS+ef> 
+/S>)’ — 2 («+Æ +>)«,$;=:, 8’ — 2 ac  , a’.3j-f/3’«^ 
+Ÿ*H=(*+W -y)<tHy=ac  , «*£’>+ aVjB-HBy. 
=(a^+a>+j3} ^nfcy—bc  ; 

donc  faifant  ces  fubftitutions , le  produit 
dont  il  s’agit  fera 

— 3c) 

■^Î+O^ — lac).  xï\-cy'-\racy\-\-bcy£ 

+CY* 

Et  cette  formule  aura  la  propriété , que 
fi  on  multiplie  enfemble  autant  de  lem- 
blables  formules quel’on  voudra,  leproduit 
fera  toujours  aufli  une  formule  femblable. 


6}  o Additions. 

En  effet  fuppofons  qu’on  demande  le  pro- 
duit de  cette  formule-là  par  cette  autre-ci , 

x^+crx'y'y  ( a ' — lb)x'^'+bx'y  + (ab — 3c) 

xy'{'+ÿ'--w)x\'^cf+acy^-\-b<:y'£ 

1 

-H?*  a eft  clair  qu’il  n’y  aura  qu’à  cher- 
cher celui  de  ces  fix  faftefirs  x-\-*y- {-«’f , 

x“Ky+>‘î*  *4-“/-HY  » 
x,+ ^y-MY1  » x'+>y +>'{'>  ciu,on 

multiplie  d’abord  x-\-*y- par 
+ *t  , on  aura  ce  produit  partiel  xx'-j-* 
Çxy'+yx'  ) +«’  (xf'+fx'+j/ ) + *’  OY+{j' ) 
y or  * étant  une  des  racines  de 
l’équation  p — ap-\~bf- — c=o,  on  aura  *? 
— a**-{-£« — c~o,  par  conféquent  aï—a* 

/>a-| -C  ; donc  a4=a«’ — J— c'a  = (a1 — />) 

or  — (ab — c)«-f(ic;  de  forte  qu’en  fubl- 
tituant  ces  valeurs  & faifant  pour  abréger 
X—xx'—c  (jjY+üO  +ûcîî*  , 

y 6 OY-fuO — (**— 0 , 

2=xï,+ïx,+jry+fl  OY+p  ■) + » 

le  produit  dont  il  s’agit  deviendra  de  cette 
forme 

t 

x+«r+«’z, 


g Ifeeé'fcJT'^  OO  olf 
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c’eft-à-dire  de  la  même  forme  que  chacun 
des  produifans.  Or  comme  la  racine  * n’en- 
tre point  dans  les  valeurs  de  X , Y , Z , il 
cft  clair  que  ces  quantités  feront  les  mêmes 
en  changeant  * en  0 ou  en  y ; donc  puif- 
que  l’on  a déjà 

(*+cty+*’;r)  ( jc'+*/+*Y)  =X  +*Y+*Z , 
on  aura  aulTi  en  changeant  * en  $ , 
(x+.ey+^ï  ) (x'+9yl+P{'  ) = X+pY+fZ , 
& en  ch  angeant  « en  y , 

(jr+»y+>Y)  +^Zi 

donc  mult  ipliant  ces  trois  équations  enfem- 
ble  , on  au  ra  d’un  côté  le  produit  des  deux 
formules  propofées , & de  1 autre  la  for- 
mule 

X'+aXT  + (a'—%b)X'Z+LXY'-\r{ab 
—3C)XYZ+  (]>' — lac)  XZ'+c  Y'+acY* 
Z + éc7ZJ-f  c’Z3, 

qui  fera  donc  égale  au  produit  demandé  , 
& qui  eft  , comme  l’on  voit , de  la  même 
forme  que  chacune  des  deux  formules  dont 
elle  eft  compofée. 

Si  on  avoit  une  troifteme  formule  telle 
que  celle-ci , 


65 1 Additions . 

.*5-J -ax'y'1  -}-(a — 2 £ ) jc1^" -J-  ^.r"  y1  -j-  (aÆ 
—3  c)xn<yn|"  -f  (£’-iac)  ^Y+çy’-f-  acy* 

f+^/V+'Y, 

& qu’on  voulût  avoir  le  produit  de  cette 
formule  & des  deux  précédentes  , il  eft 
clair  qu’il  n’y  auroit  qu’à  faire 
X'  =Xx"  — ç(Y ('  +Z  v") + acZ f , 
Y'=Xf'+Yx"—b(Yf'+Zyu)—  {ab-c)Z-(  ' 
z— x{,,+z^"+jy+a(r{"+zy  ) 

-{-(a1  — ^)ZÎ"  , 

&r  l’on  auroit  pour  le  produit  cherché 
X'+aX'Y'+(a'-ib)XZ'-\-bX'Ÿ'+  (a*. 
—3c)XY‘Z'+(J>'--%ac)X'Z'+cŸ'+<icV* 
Z'+lcY'Z'-\-c-Z\ 

91.  Faifor.s  maintenant  x'=x  , y'=y  , 
, nous  aurons 
x=x'—xcyi-\-aci\ 

1 — i*ÿ— 2 -hi—w—c)  ? , 
z=lrï+r4-*azïHr(a— , 

& ces  valeurs  fatisferont  à l’équation 
à-|-ûA:]  -j -hX  1 c Y>  -j-  ( à1 — ’i.b  ) X-  Z 
b 30  ^ ^ Z-f-acl  Z-j- (Jy — Xdc')  X 
Z'-^-bcYZ'Jfc'Z'  — y', 
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en  prenant 

V—x'  -}-  axy-\-  bxy'--\-cy'-\-  (a1 — zb)x'{ 
~j-  (ab  — 3 c)  xy^-\-acy^-\-  (é1 — 2 ac) 

*t+hcyf\-c'f  i 

donc  fi  l’on  avoir  par  exemple  à réfou- 
dre une  équation  de  cette  forme  , 

X’-| -aX'Y-\-bXY'-\-cY'=  r-  , 
a , b , c étant  des  quantités  quelconques 
données , il  n’y  auroit  qn’à  rendre  Z=o , 
en  fai faut  * , 

2*H-/+2*yH-  («*— &X =0 , 

d’où  l’on  tire 

y+*«yr+(^— -*)?* 

»> “ ' « 

& fubftituant  cette  valeur  de  x dans  les 
exprefîions  précédentes  de  X , *'  & ^ , 
on  aura  des  valeurs  très-générales  de  ces 
quantités  , qui  fatisferont  l’équation  pro- 
pofée. 

Cette  folution  mérite  d’être  bien  remar- 
quée à caufe  de  fa  généralité  & de  la  ma- 
niéré dont  nous  y fommes  parvenus , qui  efi: 
peut-être  l’unique  qui  puifle  y conduire 
facilement. 
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On  auroit  de  même  la  réfolution  de 
l’équation 

X'-\-aX'Y-{-  ^-ib)  XZ'+bXŸ+{ab  * 

— y)X'YZ'+(b'— iac)X'Z'-\-cP 

+acŸ'Z'+bcY'Z.'-\-eb~V' , 
en  faifant  dans  les  formules  ci-deflus 
x"=x'=x,y"=y'=y , {"={'={, 

& prenant 

V—x'-\-ax'ly-\-{ar — zb)x’1j-^-bxy'1  (ab 

— j<0*n tH  ( ) *{’ + cf-\~acy\ 

^ 4 -bcyf+c\\ 

Et  on  pourroit  réfoudre  aufîi  fucceflive- 
ment  les  cas  où  au  lieu  de  la  troifleme 
puiflance  V*  on  auroit  Y*  , V'  &c.  mais 
nous  allons  traiter  ces  queftions  d’une  ma- 
niéré tout-à-fait  générale  , comme  nous 
l’avons  fait  dans  l’art.  90  ci-deflus. 

* 91.  Soit  donc  propolé  de  réfoudre  une 
équation  de  cette  forme  , 

X’+aX'Y+(a'— it>)XlZ-\-bXYl-Hab 

— y)XYZ+(J>'—  xac)XZ-\.cY}^acY‘  Z 
-\-bcYZ'-\-c%Z'=Vm. 

Puifque  la  quantité  qui  forme  le  premier 
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membre  de  cette  équation  n’eft  autre  chofe 
que  le  produit  de  ces  trois  faveurs , 

(.Y +*Y+*'Z  ) (X+pr+t  ‘ZXX+?Y+SZ  ) ; 
il  efl  clair  que  pour  rendre  cette  quantité 
égale  à une  puiflance  du  degré  m , il  ne 
faudra  que  rendre  chacun  de  fes  fa&eurs 
en  particulier  égal  à une  pareille  puiflance. 
Soit  donc 


X~\~*  YJr*  Z=(x  ) m 9 

on  commencera  par  développer  la  puif- 
fance  m de  x -f-  *y  a2j  par  le  théorème 
de  Newton  , ce  qui  donnera 

>'+»'"  (y+«  { )«+  Je’--  y+t  j) 


1 % 

œ 


2-3 


eu  bien  , en  formant  les  différentes  pui£ 
fances  de  y , &:  ordonnant  enfuite  , 
par  rapport  aux  dimenfions  de  « , 
x'n-\-mxm-ly*  -j-  ( mxm~\  -[-  xm~*y 1 ) a* 


+ &c. 

Mais  comme  dans  cette  formule  on  ne 
voit  pas  aifément  la  loi  des  termes , nous 
fuppofèrons  en  général 


6^6  Additions. 

(x+y+*fr=P+P'*+Pu*+Pm4 

4-  P"  ce4  + &c.  ■ 


& l’on  trouvera 
P =xm  y 

p,  — myp 


1 X 


3 x 
4X 

c’eft  ce  qui  fe  démontre  facilement  par  le 
calcul  différentiel. 

Maintenant  on  aura  , à caufe  que  * eft 
une  des  racines  de  l’équation  /’ — aj'  b f 

— c=o  , on  aura  , dis-je  , «’  — a*'-\-bx 

— c=o  ; d’où 


a’  aa. — bit  — J—  c i donc 

CL*  =.0.0? — ba+  c«=  (a1 — /’)'*’ — (p-b  0*-l*<7C  y 

n''[ (n’1 (a^ c)a*  -J-  aCa- C12’ 

-J-  c)  a — ( à1  b — b1 — ac)“  -j“  (a’  — b)c  , 

& ainfi  de  fuite. 

De  forte  que  fi  on  fait  pour  plus  de  fim- 
plicité 

r ..  A'= o 
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A =0 
A"  = 1 
' A'"  =a 

Ay  =zaA'"—bA " 

Ar>=aA'y  — 

-4Ï'  =aAv  — 

=1 
=0 
£"'  =b 

£"  =aB'"  — bB"-3rcB 1 
=zaB'r  — bB'"-\-cB'' 

By'  —aB'  — bB'y\-cB'" , 6c. 

e =0 
c-  =0 
C"  — c 

C'T  =aC’m— £C*-fcC'  » , 

O =ar-  ^C'-fcC'* 

C,  =aC*  —bC”+cC",&c. 
on  aura 

« =A'  s— B'  «-f O 
«’  =4"a'  — B"*+Cn 
«’  ^=zA"'J — 

=A"  *'—£“*+C'  , &c. 

Tome  II,  j t 
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puiflance  m , dont  la  racine  étant  nommée 
V y on  aura 

V—x'-\-ax1y- [-(a1  — i£)  -{-  b xy~ 

-\-(ab  — 3c)  Jf — me)  xf-\ -cyt 

• Ainfi  on  aura  les  valeurs  demandées  de 
•AT,  , Z & lefquelles  renfermeront 
trois  indéterminées  x , y , p 

93.  Si  on  vouloit  trouver  des  formules 
de  quatre  dimenfions  qui  eufient  les  mêmes 
propriétés  que  celles  que  nous  venons 
d’examiner , il  faudroit  confidérer  le  pro- 
duit de  quatre  faéleurs  de  cette  forme , 

*+“.y+a’ï+«îf 
•v+<ry'+‘r,{+*rîr  » 

en  fuppofant  que  * , 0 , y , fuffent  les 
racines  d’une  équation  du  quatrième  degré , 
telle  que  celle-ci , 

/4— - aJ'-)rl,P—cf o * 

on  aura  ainfi 

Tt  x 
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« + $+/  +^=tf  » 

et Q>  -j-  ety  -|"  ct<T  -j-  Qy  "1*  <T -{-  yS'^i  b y 

et  je  y -f*  ct|5 <T  ct^  J -j-  fiy  <T  — c } 

afa S"  — d y 

moyennant  quoi  on  pourra  déterminer  tous 
les  coefticiens  des  différens  termes  du  pro- 
duit dont  il  s’agit , fans  connoître  les  racines 
* , /3 , y , <r  en  particulier.  Mais  comme 
il  faudra  faire  pour  cela  différentes  ré- 
ductions qui  peuvent  ne  pas  fe  préfenter 
facilement,  on  pourra  s’y  prendre,  fi  on 
le  juge  plus  commode  , de  la  maniéré 
que  voici. 

Qu’on  fuppofe  en  général 

*+/>+/’{+/’ '=Pî 
& comme  J eft  déterminé  par  1 équation 

P _ aP  -f  lf—cf  0 , 

qu’on  chafie  f de  ces  deux  équations  par 
les  réglés  connues , & l’équation  réfultante 
de  l’évanouiflement  de  / étant  ordonnée 
par  rapport  à l’inconnue  p , montera  au 
quatrième  degré  j de  forte  qu’elle  pourra 
le  mettre  fous  cette  forme , 
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f*  — Nt'-\~Pp- — Qp O. 

Or  cette  équation  en  p ne  monte  au  qua- 
trième degré  que  parce  que  / peut  avoir 
les  quatre  valeurs  & qu’ainlî  ^ 

peut  avoir  aufli  ces  quatre  valeurs  corref* 
pondantes , 

*+ ‘J {-f*’' 

x+yy+y'i+y'* 

lefquelles  ne  font  autre  chofe  que  les  fac- 
teurs dont  il  s’agit  d’avoir  le  produit.  Donc, 
puifque  le  dernier  terme  R doit  être  le 
produit  de  toutes  les  quatre  racines  ou 
valeurs  de  p , il  s’enfuit  que  cette  quantité  R 
fera  le  produit  demandé. 

Mais  en  voilà  allez  fur  ce  fujet , que  nous 
pourrons  peut-être  reprendre  dans  une 
autre  occalîon. 

Je  terminerai  ici  ces  Additions , que  les 
bornes  que  je  me  fuis  preferires  ne  me  per- 
mettent pas  d’étendre  plus  loin  ; peut-être 

Tt* 
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meme  les  trouvera-t-on  déjà  trop  longues  ; 
mais  les  objets  que  j’y  ai  traités  étant  d’un 
genre  allez  nouveau  & peu  connu , j’ai  cru 
devoir  entrer  dans  plufieurs  détails  nécef- 
faires  pour  fe  mettre  bien  au  fait  des 
méthodes  que  j’ai  expofées,  & de  leurs 
différens  ufages. 

» 


FIN . 
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